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第 4 版 序言 


本 书 是 谢 处 方 教授 和 侥 克 遭 教 授 编著 、 赵 家 升 教授 和 责 敬 头 教 授 修订 的 《 电 
磁场 与 电磁 波 )( 第 三 版 ) 的 修订 本 ,是 “全 国 高 等 教育 百 门 精品 课程 教材 建设 计 
划 ? 的 精品 项 目 。 

与 第 三 版 相 比 ,本 次 修订 在 教学 内 容 和 体系 结构 上 做 了 和 较 大 的 调整 。 
(1) 首先 基于 物理 电磁 学 ,以 三 大 实验 定律 (库仑 定律 .安培 定律 和 法 拉 第 电磁 
感应 定律 ) 和 两 个 基本 假说 (有 旋 电 场 的 假说 和 位 移 电流 的 假说 ) 为 基础 ,归纳 总 
结 出 宏观 电磁 现象 的 普遍 规律 一 一 麦克 斯 韦 方 程 组 ,然后 再 讨论 静态 场 、 时 变 电 
磁场 以 及 电磁 波 的 传播 与 辐射 特性 。 这 种 处 理 吸收 了 以 实验 定律 为 基础 的 传统 
体系 和 以 麦克 斯 韦 方 程 组 为 起 点 的 公理 化 体系 的 优点 ,突出 电磁 场 的 普遍 规律 ， 
有 利于 建立 电磁 场 与 电磁 波 的 整体 概念 ,并 且 既 能 与 物理 电磁 学 有 机 衔接 ,又 避 
免 简单 重复 ;(2) 减少 了 静态 场 部 分 内 容 ,加 强 了 电磁 波 部 分 内 容 ,以 满足 电子 
信息 类 专业 教学 改革 的 需要 。 将 原 书 的 “静电 场 分 析 ”“ 静 态 场 边 值 问题 的 解 
法 "和 “恒定 磁场 分 析 ” 三 章 合并 为 “静态 电磁 场 及 其 边 值 间 题 的 解 ”, 使 学 生 能 更 
集中 理解 和 掌握 静态 场 及 其 求解 方法 ;将 原 书 "正弦 平面 电磁 波 " 一 章 改 写 为 “ 均 
匀 平 面 波 在 无 界 空间 中 的 传播 "与 " 均 义 平面波 的 反射 与 折射 ?两 章 , 增 加 了 " 均 
多 平面 波 在 各 向 异性 媒质 中 的 传播 ?和 “均匀 平 面 波 对 多 层 媒 质 分 界面 的 垂直 入 
射 " 的 内 容 ;(3) 精 选 例题 和 习题 ,类 型 多 样 化 ,注意 与 正文 内 容 的 衔接 与 配合 。 
每 章 末 配备 思考 题 和 不 同 层次 并 具有 知识 综合 性 应 用 的 习题 ,培养 学 生 分 析 和 
解决 电磁 场 问题 的 能 力 。 

本 书 共 分 8 章 , 即 矢量 分 析 、 电 磁场 的 基本 规律 静态 电磁 场 及 其 边 值 问题 
的 解 、 时 变 电 磁场 均匀 平面 波 在 无 界 空间 中 的 传播 .均匀 平面 波 的 反射 与 透射 、 
导 行 电磁 波 和 电磁 辐射 。 书 末 有 附录 和 部 分 习题 答案 。 

本 书 第 1、4、5、6 章 由 杨 显 清 执 笔 , 第 2.3 章 由 赵 家 升 执 笔 , 第 7、8 章 由 王 园 
执笔 。 全 书 由 杨 显 清 统 稿 。 

谢 处 方 教授 生前 十 分 关心 本 书 的 修订 工作 。 饶 克 谨 教授 对 修订 工作 进行 了 
指导 ,详细 审阅 了 全 部 书稿 ,并 提出 了 许多 改进 意见 。 


第 4 版 序言 


本 书 承 西南 交通 大 学 杨 儒 贵 教授 审阅 ,并 提出 了 不 少 宝贵 的 意见 ,修订 者 在 


此 表示 衷心 感谢 。 
对 本 书 中 的 缺点 和 不 足 之 处 ,希望 读者 不 吝 批 评 指正 。 


杨 显 清 王 园 赵 家 升 
2005 年 7 月 于 电子 科技 大 学 


第 三 版 序言 


本 书 是 谢 处 方 教授 和 侥 克 谨 教授 编著 高 等 教育 出 版 社 1987 年 7 月 出 版 的 . 
《电磁 场 与 电磁 波 )( 第 二 版 ) 的 修订 本 。 因 谢 、 饶 两 位 教授 年 事 已 高 ,修订 工作 由 
赵 家 升 教授 、 袁 敬 头 教授 共同 完成 。 修 订 过 程 中 参照 了 全 国 普通 高 等 学 校 工科 
电磁 场 理 论 课程 教学 指导 小 组 1993 年 制订 、 并 由 原 国家 教委 颁布 的 教学 基本 要 
求 ,吸收 了 部 分 高 等 院 校 教师 使 用 该 教材 后 提出 的 意见 和 建议 ,同时 也 融入 了 修 
订 者 长 期 使 用 该 教材 进行 教学 的 体会 。 

与 上 一 版 相 比 ,本 次 修订 在 教学 内 容 和 体系 结构 上 主要 做 了 以 下 调整 : 

(1) 保留 愿 书 的 编写 体系 , 按 静 电场 ,恒定 磁场 麦克斯韦 方程 正弦 电磁 场 
与 波 的 顺序 组 织 教 材 内 容 , 但 在 写法 上 和 和 章节 安排 上 都 做 了 较 大 的 调整 。 辟 如 ， 
把 静电 场 和 恒定 磁场 中 的 电场 强度 和 磁感应 强度 B 的 定义 、 两 个 基本 实验 定 
律 和 矢量 积分 公式 以 及 洛 仑 兹 力 公式 集中 编写 为 新 的 一 章 “ 电 磁场 中 的 基本 物 
理 量 和 基本 实验 定律 "。 

(2) 撤销 原 书 “ 恒 定 电场 "一 章 , 部 分 内 容 并 入 “静电 场 分 析 "。 

(3) 撤销 原 书 “带电 粒子 与 场 的 相互 作用 "一 章 , 有 关内 容 编 入 “静电 场 分 
析 ”、“ 恒 定 磁场 分 析 ” 等 章 中 ,不 强调 相互 作用 的 概念 ,只 讨论 带电 粒子 在 外 场 中 
的 运动 。 

(4) 将 原 书 “ 静 态 场 的 解 ” 一 章 改 为 “静态 场 边 值 问 题 的 解法 "并 紧 接 在 “ 静 
电场 分 析 ” 之 后 ,目的 是 使 学 生 能 更 集中 理解 和 掌握 位 场 求解 的 一 般 方法 。 另 
外 ,该 章 还 删 去 了 原 有 的 复 变 函数 法 和 许 瓦 兹 一 克利 斯 多 菲 变 换 。 

(5) 将 原 书 的 “波导 与 谐振 腔 ” 一 章 改 为 “ 导 行 电磁 波 ”, 增 加 传输 线 的 内 容 。 

(6) 将 书后 习题 重新 编排 和 增补 ,并 给 出 部 分 答案 。 

本 书 共 分 9 章 , 即 矢量 分 析 、 电 磁场 中 的 基本 物理 量 和 基本 实验 定律 .静电 
场 分 析 、 静 态 场 边 值 问 题 的 解法 、 恒 定 磁场 分 析 、 时 变 电 磁 场 、 正 驴 平 面 电磁 波 、 
导 行 电磁 波 、 电 磁 波 辐射 。 每 章 末 均 附 有 小 结 。 书 末 附 有 附录 和 部 分 习题 答案 。 

本 书 第 1、2、3、4、5 章 由 圳 敬 关 执笔 ;第 6.7、8、9 章 由 起家 升 执笔 。 王 园 副 
教授 选编 了 第 6 章 至 第 9 章 的 习题 ,并 做 了 解答 。 全 书 由 赵 家 升 统 稿 。 

本 书 修订 工作 得 到 了 原 编者 电子 科技 大 学 谢 处 方 、 饶 克 谨 教授 的 关心 .指导 
并 提出 不 少 宝贵 意见 。 全 书 承 北 京 理工 大 学 卢 荣 章 教授 审阅 ,修订 者 在 此 表示 
衷心 感谢 。 


赵 家 升 ” 束 履 浆 


对 本 书 尚 存 的 缺点 和 不 足 之 处 ,欢迎 读者 批评 指正 。 
1997 年 10 月 于 电子 科技 大 学 


第 2 版 序言 


本 书 第 1 版 于 1979 年 出 版 , 供 工 科 院 校 无 线 电 技术 类 专业 作为 试用 教材 ， 
迄今 已 五 年 。 在 各 高 等 院 校 的 教学 中 ,教师 和 学 生 提 出 不 少 使 用 经 验 和 意见 ; 同 
时 ,编者 也 感到 在 第 一 版 中 有 一 些 章节 不 能 适应 迅速 发 展 的 高 校 教学 的 需要 。 
因此 ,在 广泛 吸收 意见 的 基础 上 进行 了 第 2 版 的 编写 。 

在 编写 中 我 们 力求 使 内 容 结合 教学 需要 ,特别 是 适应 近年 来 学 生 的 数学 和 
物理 基础 有 所 提高 的 状况 ;尽量 使 理论 体系 更 为 完整 和 合理 ;并 尽量 注意 同 前 后 
课程 的 衔接 ,注意 加 强 对 学 生 解 题 能 力 的 训练 。 

与 第 1 版 相 比 ,本 书 较 大 的 改进 有 下 列 诸 方面 : (1) 增加 了 矢量 分 析 作为 第 
一 章 , 以 便 集 中 学 习 场 的 分 析 方法 ,和 更 好 地 建立 场 的 概念 ;(2) 删 去 了 同 普通 
物理 学 重复 过 多 的 地 方 ,以 及 删 去 了 极 化 和 磁化 的 微观 机 理 的 分 析 , 这 样 ,使 电 
磁场 部 分 篇 幅 有 所 减少 ,而 内 容 有 所 深化 ;(3) 加 强 了 电磁 波 部 分 ,加 深 了 概念 ， 
增加 了 一 些 深 入 的 内 容 和 结合 工程 的 内 容 ;(4) 部 分 内 容 经 过 改写 ,在 讲述 方法 
上 吸取 了 使 用 者 的 经 验 和 意见 以 及 一 些 国内 外 教材 的 优点 ;(5) 精 选 并 增添 了 
例题 和 习题 ,习题 并 附 有 答案 。 

本 书 共 分 11 章 , 即 矢量 分 析 、 静 电场 ,恒定 电场 .恒定 磁场 .静态 场 的 解 、 时 
变 电 磁场 .平面 电磁 波 、 波 导 和 谐振 腔 、 辐 射 与 绕 射 、 带 电 粒 子 与 场 的 相互 作用 、 
狭义 相对 论 。 每 章 附 有 小 结 和 习题 ; 书 末 有 附录 。 正 文中 用 小 体 字 排 印 的 是 较 
深入 的 内 容 或 补充 说 明 。 有 x 号 的 习题 是 较 深 的 习题 。 本 书 的 一 些 章节 在 教学 
中 可 以 根据 各 自 的 需要 决定 取舍 。 

本 书 前 六 章 由 贷 克 谨 执 笔 , 后 五 章 由 谢 处 方 执笔 。 

本 书 承 黄 席 棒 教授 审阅 ,提出 不 少 宝贵 意见 。 在 第 1 版 使 用 过 程 中 各 高 等 
院 校 的 教师 也 提出 许多 宝贵 的 意见 和 建议 ,对 本 书 的 编写 起 了 促进 作用 。 编 者 
对 此 表示 衷心 的 感谢 。 

编者 衷心 希望 广大 的 读者 对 本 书 中 的 缺点 和 不 足 之 处 提出 批评 和 指正 。 


谢 处 方 ” 饶 克 谨 
1985 年 9 月 于 成 都 电讯 工程 学 院 


第 工 版 序言 


本 书 是 为 高 等 院 校 无 线 电 技术 及 器 件 类 专业 编写 的 教学 用 书 。 编 者 希望 学 
生 在 学 完 本 书后 能 掌握 电磁 场 与 电磁 波 两 个 方面 的 基本 概念 与 基本 理论 ,为 今 
后 学 习 其 它 后 续 课 或 在 电磁 场 与 电磁 波 方面 进一步 深入 学 习 打 下 必要 的 基础 。 

全 书 是 按 学 生 已 学 完 (高 等 数学 》 《普通 物理 学 ) 和 一 部 分 电路 课程 (包括 长 
线 理论 ) 的 基础 上 编写 的 。 内 容 可 供 一 学 期 教学 ,名 校 可 根据 各 自 的 需要 确定 取 
会 的 内 容 。 

全 书 采用 国际 单位 制 。 

为 了 帮助 学 生 掌握 所 学 内 容 ,提高 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 , 书 中 每 章 末 
均 附 有 习题 。 

书 未 有 矢量 代数 、 正 交 曲 线 坐标 系 和 单位 换算 等 附录 ,以 备 参考 。 

全 书 共 分 十 章 。 前 面 五 章 由 伐 克 说 执笔 ,后 面 五 章 由 谢 处 方 执笔 。 

本 书 在 编写 和 出 版 过 程 中 得 到 各 级 领导 、 兄 弟 院 校 和 校内 各 单位 许多 同志 
的 支持 与 协助 ;并 承 黄 席 术 教授 对 全 书 进 行 审阅 ,提出 不 少 宝贵 意见 ,说 在 此 表 
示 衷 心 的 感谢 。 

由 于 编号 时 间 较 仓促 ,加 上 编者 水 平 所 限 , 书 中 错误 和 不 当 之 处 在 所 难免 
欢迎 广大 读者 提出 批评 指正 。 


谢 处 方 、 馈 克 说 
1979 年 工 月 于 成 都 电讯 工程 学 院 
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第 工 章 


天 量 分 析 


在 电磁 理论 中 ,要 人 研究 某 些 物理 量 ( 如 电位 电场 强度 、 磁 场 强 度 等 ) 在 空间 
的 分 布 和 变化 规律 。 为 此 ,引入 了 场 的 概念 。 如 果 每 一 时 刻 ,一 个 物理 量 在 空间 
中 的 每 一 点 都 有 一 个 确定 的 值 , 则 称 在 此 空间 中 确定 了 该 物理 量 的 场 。 

电磁 场 是 分 布 在 三 维 空间 的 矢量 场 ,矢量 分 析 是 研究 电磁 场 在 空间 的 分 布 
和 变化 规律 的 基本 数学 工具 之 一 。 标 量 场 在 空间 的 变化 规律 由 其 梯度 来 描述 ， 
而 矢量 场 在 空间 的 变化 规律 则 通过 场 的 散 度 和 旋 度 来 描述 。 本 章 首 先 介 绍 标量 
场 和 矢量 场 的 概念 ,然后 着 重 讨论 标量 场 的 梯度 、 矢 量 场 的 散 度 和 旋 度 的 概念 及 
其 运算 规律 ,在 此 基础 上 介绍 交 姆 霍 兹 定理 。 


1.1.1 标量 和 矢量 


数学 上 , 任 一 代数 量 a 都 可 称 为 标量 。 在 物理 学 中 , 任 一 代数 量 一 旦 被 赋 
予 “物理 单位 ”, 则 称 为 一 个 具有 物理 意义 的 标量 , 即 所 谓 的 物理 量 ,如 电压 ，、 电 
荷 量 Q .质量 m 、 能 量 W 等 都 是 标量 。 

一 般 的 三 维 空间 内 某 一 点 P 处 存在 的 一 个 既 有 大 小 又 有 方向 特性 的 量 称 
为 矢量 。 本 书 中 用 黑体 字母 表示 矢量 ,例如 4 ,而 用 A 来 表示 矢量 A 的 大 小 
(或 4 的 模 ) 。 矢 量 一 旦 被 赋予 “物理 单位 ", 则 称 为 一 个 具有 4 
物理 意义 的 矢量 ,如 电场 强度 矢量 E、 磁 场 强度 矢量 瑟 、 作 
用 力 矢量 严 、 速 度 矢量 等 。 

一 个 矢量 4 可 用 一 条 有 方向 的 线段 来 表示 ,线段 的 长 
度 表示 矢量 4 的 模 A ,箭头 指向 表示 矢量 4 的 方向 ,如 图 
1.1.1 所 示 。 图 1.1.1 P 点 处 

一 个 模 为 1 的 矢量 称 为 单位 矢量 。 本 书 中 用 ea 表示 与 2 
矢量 A 同方 向 的 单位 矢量 ,显然 


Pp 


(1.1.1) 


>|> 
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而 矢量 4 则 可 表示 为 
A= eat (1.1.2) 


1.1.2 矢量 的 加 法 和 减法 


两 个 矢量 4 与 B 相 加 ,其 和 是 另 一 个 矢量 D。 矢 量 D= A + B 可 按 平行 四 
边 形 法 则 得 到 :从 同一 点 画 出 矢量 4 与 B, 构 成 一 个 平行 四 边 形 ,其 对 角 线 矢量 
即 为 矢量 D ,如 图 1.1.2 所 示 。 


矢量 的 加 法 服从 交换 律 和 结合 和 
4+ 了 = 也 +A4 《交换 律 ) (1.1.3) 
(4+B)+C=A4+(B+C) (结合 律 ) (1.1.4) 
矢量 的 减法 定义 为 
A-B-A+(-8) (Cis sy 


式 中 一 BB 的 大 小 与 B 的 大 小 相等 ,但 方向 与 B 相反 ,如 图 1.1.3 所 示 。 


图 1.1.2 矢量 的 加 法 图 1.1.3 矢量 的 减法 


1.1.3 矢量 的 乘法 


一 个 标量 & 与 一 个 矢量 4 的 乘积 &4 仍 为 一 个 矢量 ,其 大 小 为 |&|4。 若 
&>0, 则 &4 与 4 同方 向 ; 若 &<0, 则 R4 与 4 反方 向 。 

两 个 矢量 4 与 B 的 乘法 有 两 种 :点 积 (或 标 积 )4 .了 和 又 积 (或 拓 积 )A XB。 

两 个 矢量 4 与 B 的 点 积 4 .了 3 是 一 个 标量 ,定义 为 矢量 A 和 B 的 大 小 与 它 
们 之 间 较 小 的 夹 角 0(0 委 6 委 总 的 余弦 之 积 , 如 图 1.1.4 所 示 , 即 


4 .有 =A4ABcos0 (1.1.6) 


矢量 的 点 积 服从 交互 律 和 分 配 律 
4A .了 = 了 .4 (交换 律 ) (1.1.7) 


A.(B+C)=A.B+A.:.'C (分 配 律 ) (1.1.8) 
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两 个 矢量 A 与 B 的 又 积 A XB 是 一 个 矢量 , 它 垂直 于 包含 矢量 A 和 BB 的 
平面 ,其 大 小 定义 为 ABsin 0, 方向 为 当 右手 四 个 手指 从 矢量 A 到 B 旋转 9 时 大 
拇指 的 方向 ,如 图 1.1.5 所 示 , 即 


AxB= eABsinb (1.1.9) 


”图 1.1.4 矢量 4 与 B 的 夹 角 图 1.1.5 矢量 4 与 B 的 丸 积 
根据 又 积 的 定义 ,显然 有 
AxB=-BxA (1.1.10) 
因此 ,又 积 不 服从 交换 律 ,但 又 积 服从 分 配 律 
Ax(B+C)=AxB+AxC (分 配 律 ) (1.1.11) 


矢量 4 与 矢量 Bx C 的 点 积 A.(BXC) 称 为 标量 三 重 积 , 它 具 有 如 下 运算 
性 质 : 


A.(BXC)=B:(CxA)=C.(A4xB) (1.1.12) 


矢量 4 与 矢量 BXxC 的 又 积 4x( 了 3xC) 称 为 矢量 三 重 积 , 它 具 有 如 下 运 


Ax(BxC)=B(A.C)-C(A.B) (1.1.13) 


为 了 考察 物理 量 在 空间 的 分 布 和 变化 规律 ,必须 引入 坐标 系 。 在 电磁 场 理 
论 中 ,最 常用 的 坐标 系 为 直角 坐标 系 、 圆 柱 坐 标 系 和 球 坐 标 系 。 


1.2.1 直角 坐标 系 


如 图 1.2.1 所 示 , 直 角 坐 标 系 中 的 三 个 坐标 变量 是 z、y 和 > ,它们 的 变化 范 
围 分 别 是 


-co<z<oo,-co<y<co,-ce 却 zz<oo 


空间 任 一 点 P(xzo, yo; zo) 是 三 个 坐标 曲面 z= zo、y = yo 和 z= zo 的 交点 。 


4 第 1 章 矢量 分 析 


图 1.2.1 直角 坐标 系 


在 直角 坐标 系 中 ,过 空间 任 一 点 P(zo,yo,zo) 的 三 个 相互 正 交 的 坐标 单位 
矢量 e- \e, 和 ez。 分 别 是 z、y 和 > 增加 的 方向 , 且 遵 循 右手 螺旋 法 则 : 


ez Xe, = es\ly Xe = er\es Xer= ey (1.2.1) 
任 一 矢量 4 在 直角 坐标 系 中 可 表示 为 
A = eA, + esA, + e-A。 (1.2.2) 


其 中 A,、A, 和 A, 分 别 是 矢量 A 在 e,、e, 和 e, 方向 上 的 投影 。 
两 个 矢量 A = esA,+ eyA, + esA, 与 B= eB,+eyB,+ esBs 的 和 等 于 对 应 分 
量 之 和 , 即 
A+B=e(A,+B,)+e,(A,+B,)+e(A,.+B.) (1.2.3) 
4 与 B 的 点 积 为 
A:B=(eA,+e,A,+ eA,.): (eB,+ e,B, + e.B,) 
= A.B, + A,B, + A.B, (1.2.4) 
和 与 召 的 又 积 为 
A XB=(eA,+e,A,+ eAs) Xx (eB, + e,B,+ e.B。) 
= ec(4;B。 - 4.B,) + ey(AsB, - AsB,) + es(AsB, - A,B,) 


er 6 ez 
=|4。A4A，4， E Ci 
B, B, B 


在 直角 坐标 系 中 ,位置 矢 量 
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r= ex + eyy + ez (1.2.6) 
其 微分 为 
dr = edx + eydy + esdz (1.2.7) 
而 与 三 个 坐标 单位 矢量 相 垂直 的 三 个 面积 元 分 别 为 
do9z- = dydz ,dS, = dzdz,d9。 = dzxdy (1.2.8) 
体积 元 为 


dV = dzdydz (1.2.9) 


1.2.2 圆柱 坐标 系 


如 图 1.2.2 所 示 , 圆 柱 坐 标 系 中 的 三 个 坐标 变量 是 p、# 和 >z, 它 们 的 变化 范 
转 分 别 是 
0<p<%,0RZ$R2r 一 co<z< oo 


z=20 (平面 ) 


P=Po (圆柱 面 ) 


p=po ( 半 平 面 ) 


图 1.2.2 圆柱 坐标 系 


空间 任 一 点 P(oo,g,zo) 是 如 下 三 个 坐标 曲面 的 交点 :p = po 的 圆柱 面 、 包 含 = 
轴 并 与 zz 平面 构成 夹 角 为 $= go 的 半 平 面 、z = zo 的 平面 。 
圆柱 坐标 系 与 直角 坐标 系 之 间 的 变换 关系 为 


p= Vr +y ,$= arctan(y/xz),z = z (1.2.10) 


T= pcos $,y = psin $ ,z= zx (1.2.11) 
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在 圆柱 坐标 系 中 ， 过 空 间 任 一 点 P(p,$, zx) 

的 三 个 相互 正 交 的 坐标 单位 矢量 eo、es 和 ez。 分 别 

是 po、$ 和 zz 增加 的 方向 , 且 遵 循 右手 螺旋 法 则 , 即 
ep X es = ez\es X es: = ees Xe, es 

(1.2.12) 

必须 强调 指出 ,圆柱 坐标 系 中 的 坐标 单位 矢 

量 e。 和 es 都 不 是 常 矢量 ,因为 它们 的 方向 是 随 空 


图 1.2.3 直角 坐标 系 与 


间 坐 标 变 化 的 。 由 图 1.2.3 可 得 到 e,、ey 与 ev、ey 圆柱 举 标 系 的 坐标 - 
之 间 的 变换 关系 为 单位 矢量 的 关系 
ep = ercos $+ eysin 网 ,ery 二 一 erSin 多 十 eycos 骨 (1.2.13) 
或 
ez = epcos $ — eysin $,e, = eosSin $ + escos $ (1.2.14) 
由 式 (1.2.13) 可 以 看 出 e。 和 ey 是 随 $ 变化 的 , 且 
=— ersin $+ eycos $ = ey 
Se (1.2.15) 
3 = 一 ercos 几 一 eysin 风 二 一 ep 
任 一 矢量 4 在 圆柱 坐标 系 中 可 以 表示 为 
A = eA, + er4y + e-A。 (1.2.16) 


其 中 A,、A， 和 A, 分 别 是 矢量 A 在 e,。、es 和 e, 方向 上 的 投影 。 
矢量 A = eA, + eshy + esA, 与 矢量 B=e,B,+ esBs + eB, 的 和 为 
A+B=e,(A,+B,)+e(As+Bs)+e(A,.+B.) (1.2.17) 
和 4 与 B 的 点 积 为 
A .B=(eA,+ eys+ eA) (eB, + esBs + eB,) 
= A,B, + AsBs + 4.B。 (1.2.18) 
4 与 召 的 叉 积 为 
AxB = (eAp + esAys + esAs) X (epB, + esBs + eB ) 
=e,(AsB, - 4-By) + es(A.B, — ApB, ) +e z(ABs 一 AgsB,) 
ep ef ez 


=|A, A A. (1.2.19) 
|B。 B B, 
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在 圆柱 坐标 系 中 ,位置 矢量 为 

r = ep 十 ez (1.2.20) 

dr =d(ewp) + d(esz) = esdp + pde, + ezdz 

= edp + egpd$ + esdz 

它 在 p、$ 和 增加 方向 上 的 微分 元 分 别 是 dp、 

pd$ 和 dz, 如 图 1.2.4 所 示 。do\odg 和 dz 都 

是 长 度 ,它们 同 各 自 坐 标的 微分 之 比 称 为 度量 系 
数 (或 拉 梅 系数 ) , 即 


(1.2.22) 


“在 圆柱 坐标 系 中 ,与 三 个 坐标 单位 矢量 相生 
直 的 三 个 面积 元 分 别 为 


图 1.2.4 圆柱 坐标 系 的 长 度 元 、 


dS, = podgdz,dSy = dpdz,dS, = pododg 面积 元 和 体积 元 
(1.2.23) 
体积 元 则 为 
dV = pdpdg$dz (1.2.24) 


“1.2.3 球 坐 标 系 


如 图 1.2.5 所 示 , 球 坐标 系 中 的 三 个 坐标 变量 是 +、9 和 $, 它 们 的 变化 范围 
分 别 是 


0 过 Zr<m,0<0RKn,0RK$R2r 
空间 任 一 点 P(ro,00,$0) 是 如 下 三 个 坐标 曲面 的 交点 : 球 心 在 原点 、 半 径 7=ro 
的 球面 ;顶点 在 原点 、 轴 线 与 z 轴 重 合 且 半 顶 角 0= b 的 正 圆锥 面 ;包含 x 轴 并 
与 zz 平面 构成 夹 角 为 $= # 的 半 平 面 。 
球 坐 标 系 与 直角 坐标 系 之 间 的 变换 关系 为 


r=Vrx +y + ,0 = arccos(z/vV zr +y + 2 ),$ = arctan( y/z) 


(1.2.25) 
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6=00 (圆锥 面 ) 人 


$=Go ( 半 平 面 ) 


图 1.2.5 球 坐 标 系 


X=rsin Ocos $,y=rsin Osin $,z=rcos 0 (1.2.26) 
在 球 坐 标 系 中 ,过 空间 任 一 点 P(r ,90,$) 的 三 个 相互 正 交 的 坐标 单位 矢量 
e,、eg 和 es 分 别 是 x、9 和 $$ 增加 的 方向 , 且 遵 循 右 手 螺 旋 法 则 , 即 


Er Xeg = es\e9 Xe = er\esXe,= eg (1.2.27) 
它们 与 e.、e, 和 e, 之 间 的 变换 关系 为 


er = ezrsin 0cos $ + eysin Osin $ + escos 0 


eg = ercos gcosg + eycos bsin $ — essin 0 (1.2.28) 
ef =— esin $+ eycos$ 
或 
er = ersin Ocos$ + egcos Ocos $ — essing 
ey = ersin Osin $ + egcos Osin $ + eycosg (1.2.29) 


e. = ercos 0 一 epsin 0 
球 坐 标 系 中 的 坐标 单位 矢量 e ee 和 es 都 不 是 常 矢量 , 且 


9e: ge i 0 
30 三 ©’ 了 = 6ySln 


30 二 一 8,， Ez 二 @€@yCOS 0 | (1.2.30) 
2 Ee 


50 = 0 ， EE =— e,sin 0 — escos 0 
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任 一 矢量 4 在 球 坐 标 系 中 可 表示 为 
A 6 
其 中 A,、Ap 和 Ay 分 别 是 矢量 A 在 e,、ey 和 ey 方向 上 的 投影 。 
矢量 A = e,A, + eohy + eshs 与 失 量 B= e,B, + eoBo + eyBs 的 和 为 
A+B=e,(A,+B,)+e(Ag+Bs) +es(As + Bs) (1.2.32) 
4 与 B 的 点 积 为 
A.:B= A,B,+ AgBe + AIBy (1.2.33) 
A 与 B 的 又 积 为 
,WN eg 


| 又 (1.2.34) 


位 置 矢量 
r= er (1.2.35) 
其 微分 元 是 
dr = d(e,r) = e,dr + rde, = edr + egrdO + egrsin 0d$ (1.2.36) 
即 在 球 坐 标 系 中 沿 三 个 坐标 的 长 度 元 为 dr、rd9 和 rsin dg ,如 图 1.2.6 所 示 。 
度量 系数 分 别 为 
eg (1.2.37) 


图 1.2.6 球 坐 标 系 的 长 度 元 、 面 积 元 和 体积 元 
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在 球 坐 标 系 中 ,三 个 面积 元 分 别 为 ， 

dS, = r?sin Gd0d$ ,dSg = rsin Gdrd$,dSs = rdrdg (1.2.38) 
”体积 元 | 
dV = rsin gdrdgdg (1.2.39) 


如 果 在 一 个 空间 区 域 中 , 某 物理 系统 的 状态 可 以 用 一 个 空间 位 置 和 时 间 的 
函数 来 描述 , 即 每 一 时 刻 在 区 域 中 每 一 点 它 都 有 一 个 确定 值 , 则 在 此 区 域 中 就 确 
立 了 该 物理 系统 的 一 种 场 。 例 如 ,物体 的 温度 分 布 即 为 一 个 温度 场 ,流体 中 的 压 
力 分 布 即 为 一 个 压力 场 。 场 的 一 个 重要 属性 是 它 占有 一 个 空间 , 它 把 物理 状态 
作为 空间 和 时 间 的 函数 来 描述 ,而 且 , 在 此 空间 区 域 中 ,除了 有 限 个 点 或 某 些 表 
面 外 ,该 函数 是 处 处 连续 的 。 若 物理 状态 与 时 间 无 关 , 则 为 静态 场 ; 反 之 , 则 为 动 
态 场 或 时 变 场 。 . 

若 所 研究 的 物理 量 是 一 个 标量 , 则 该 物理 量 所 确定 的 场 称 为 标量 场 。 例 如 ， 
温度 场 、 密 度 场 ,电位 场 等 都 是 标量 场 。 在 标量 场 中 ,各 点 的 场 量 是 随 空 间 位 置 
变化 的 标量 。 因 此 ,一 个 标量 场 u 可 以 用 一 个 标量 函数 来 表示 。 例 如 ,在 直角 
坐标 系 中 ,可 表示 为 

u = u(r,y,z) (1.3.1) 


1.3.1 标量 场 的 等 值 面 


在 研究 标量 场 时 ,常用 等 值 面 形 象 . 直 观 地 描述 物理 量 在 空间 的 分 布 状况 。 
在 标量 场 中 ,使 标量 函数 u(x,y,z) 取 得 相同 数值 的 点 构成 一 个 空间 曲面 , 称 为 
标量 场 的 等 值 面 。 例 如 ,在 温度 场 中 ,由 温度 相同 的 点 构成 等 温 面 ;在 电位 场 中 ， 
”由 电位 相同 的 点 构成 等 位 面 。 

对 任意 给 定 的 常数 C ,方程 
u(xz,y,z)= C (1.3.2) 


就 是 等 值 面 方程 。 
不 难看 出 ,标量 场 的 等 值 面具 有 如 下 特点 : 

@ 常数 C 取 一 系列 不 同 的 值 ,就 得 到 一 系列 不 同 的 等 值 面 ,因而 形成 等 值 

- 面 族 ; 
-加 车 Mo(zo,y,zo) 是 标量 场 中 的 任 一 点 ,显然 ,曲面 (xz,y,z)= (zo， 

yo,z0) 是 通过 该 点 的 等 值 面 ,因此 标量 场 的 等 值 面 族 充满 场所 在 的 整个 空间 ; 
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@ 由 于 标量 函数 x(z,y,z) 是 单 值 的 ,一 个 
点 只 能 在 一 个 等 值 面 上 ， 因此 标量 场 的 等 值 面 互 
不 相交 ,如 图 1.3.1 所 示 。 


1.3.2 方向 导数 


标量 场 u(xz,y,z) 的 等 值 面 只 描述 了 场 量 x 
的 分 布 状况 ,而 研究 标量 场 的 另 一 个 重要 方面 ,就 
是 还 要 研究 标 场 量 u(xz,y,z) 在 场 中 任 一 点 的 邻 域内 沿 各 个 方向 的 变化 规律 。 
` 为 此 ,引入 了 标量 场 的 方向 导数 和 梯度 的 概念 。 

1. 方向 导数 的 概念 

设 Mo 为 标量 场 x(M) 中 的 一 点 ,从 点 Mo 出 发 引 一 条 射线 1, 点 M 是 射线 
1 上 的 动 点 ,到 点 Mo 的 距离 为 A1 ,如 图 1.3.2 所 示 。 当 点 ; 7 
M 沿 射线 1 趋 近 于 Mo ( 即 Al1 一 0) 时 ,比值 


图 1.3.1 等 值 面 


<M 一 uCMo) 交 极 限 称 为 标量 场 u(M) 在 点 Mo 处 沿 1 
we Se pe 方向 导数 
2 ye lm eM Mod (L333) 
从 以 上 定义 可 知 ,方向 导数 丝 是 标量 声 4(M) 在 点 Mo 处 沿 方向 对 距离 


的 变化 率 。 当 性 >0 时 ,标量 场 (M) 沿 / 人 时 ,标量 场 


u(M) 沿 1 方向 是 减 小 的 ; 当 绽 =0 时 ， 标量 场 uw(M) 沿 1 方向 无 变化 。 


方向 导数 值 既 与 点 Mo 有 关 , 也 与 1 方向 有 关 。 因 此 ,标量 场 中 ,在 一 个 给 
定点 Mo 处 沿 不 同 的 1 方向 ,其 方向 导数 一 般 是 不 同 的 。 
2. 方向 导数 的 计算 公式 
方向 导数 的 定义 是 与 坐标 系 无 关 的 ,但 方向 导数 的 具体 计算 公式 与 坐标 系 
有 关 。 根 据 复合 函数 求 导 法 则 ,在 直角 坐标 系 中 
ou _ ou dz au dy , au dz 
BO Ta do dl 
设 1 方向 的 方向 余弦 是 cos a \cos 8B、cos y , 即 


dz 
dl 


dz 
= Cos Q， = cos P, dy = cos 7 


dy 
dl 
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则 得 到 直角 坐标 系 中 方向 导数 的 计算 公式 为 


du az az az 
a1 二 了 cos < 十 By B+ 可 zcos 7 (1.3.4) 


1.3.3 梯度 


在 标量 场 中 ,从 一 个 给 定点 出 发 有 无 穷 多 个 方向 。 一 般 说 来 ,标量 场 在 同一 
点 M 处 沿 不 同 的 方向 上 的 变化 率 是 不 同 的 ,在 某 个 方向 上 ,变化 率 可 能 最 大 。 
那么 ,标量 场 在 什么 方向 上 的 变化 率 最 大 、 其 最 大 的 变化 率 又 是 多 少 ? 为 了 描述 
这 个 问题 ,引入 了 梯度 的 概念 。 

1. 梯度 的 概念 

标量 场 * 在 点 M 处 的 梯度 是 一 个 矢量 , 它 的 方向 沿 场 量 x 变化 率 最 大 的 
方向 ,大 小 等 于 其 最 大 变化 率 ,并 记 作 grad x , 即 


9 
grad u = e137 (1.3.5) 


式 中 e: 是 场 量 x 变化 率 最 大 的 方向 上 的 单位 矢量 。 

2. 梯度 的 计算 式 

梯度 的 定义 与 坐标 系 无 关 , 但 梯度 的 具体 表达 式 与 坐标 系 有 关 。 在 直角 坐 
标 系 中 ,奉令 


_ 9u 34 Gs 
G = er 天 + @y + e- Bz! 二 ezcos a + eycos B+ ezcos 7 
由 式 (1.3.4), 可 得 到 
9u 9u 9u Qu 
a1 (e Jr + ey jy 二 ez (ezcos a + eycos B+ escos 7) 
=G':e,=| G | cos (G ,e,) (1.3.6) 


由 于 G= ee 肚 +6 六 +6: 下 是 与 方向 1 无 关 的 矢量 ,由 式 (1.3.6) 可 知 , 当 方 


向 1 与 矢量 G 的 方向 一 致 时 ,方向 导数 的 值 最 大 , 且 等 于 矢量 G 的 模 |G|。 根 
据 梯 度 的 定义 ,可 得 到 直角 坐标 系 中 梯度 的 表达 式 为 


Ce 一 十 €, 一 — (1.3.7) 


grad u = ez 37 2 = gw 


在 矢量 分 析 中 ,经 常用 到 哈密 顿 算 符 “VvV”( 读 作 “del" 或 “Nabla”) ,在 直角 坐 
标 系 中 


(1.3.8) 
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算 符 V 具 有 矢量 和 微分 的 双重 性 质 , 故 又 称 为 矢 性 微分 算 符 。 因 此 ,标量 场 x 
的 梯度 可 用 哈密 顿 算 符 V 表示 为 


9 9 9 
grad & = (e 3 = Vu (1.3.9) 


这 表明 ,标量 场 的 梯度 可 认为 是 算 符 V 作用 于 标量 函数 的 一 种 运算 。 
在 圆柱 坐标 系 和 球 坐 标 系 中 ,梯度 的 计算 式 分 别 为 


au 9 du 
Wh Oe (1.3.10) 
9 9u u ; 
Vu = e, ar + €09-90 ex -in 0 (1.3.11) 
3. 梯度 的 性 质 
标量 场 的 梯度 具有 以 下 特性 : 


曲 标量 场 x 的 梯度 是 一 个 矢量 场 ,通常 称 Vu 为 标量 场 u 所 产生 的 梯度 场 ; 

@ 标量 场 u(M) 中 ,在 给 定点 沿 任意 方向 工 的 方向 导数 等 于 梯度 在 该 方向 
上 的 投影 ; 

@ 标量 场 x(M) 中 每 一 点 M 处 的 梯度 ,垂直 于 过 该 点 的 等 值 面 , 且 指 向 
ws(M) 增 加 的 方向 。 

例 1.3.1 已 知 R=e(zxz-zx)+t+e,(y-y)+e(z-z),R=|R|I。 证 
明 : 

R 


_E. 二 es ; = 一 WV 
(1) VR= 帅 ;(2) ( 训 ] 5;(3) VA(R)= - YT(R)。 

9 9 9 9 9 
其 中 : Ve 也 表 不 对 x、y、z 的 运算 , V 一 Ex Coa 
| 9 Met, / FA 次 ee 
es 3 表示 对 工 、y 、z 的 运算 。 


解 : (1) 将 RR=|R|=Vr-zTGy-yJt(z-z 7 代 人 式 (1.3.7)， 


得 


z 9 > 9 * gy 
ex(Tz—- 7x)+e(y—y)+e(z—z) _R 
Vl(z -zt+(y -y+(z-zy EK 
1 | 、 a 
2) 愉 二 于 一 二 二 一 1.3.7)， 
( ) 将 翅 人 ) ,得 


I 
a 
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es(T—-7X)+e(y-y)+e.(z—z) R 


[VY (ry 区 
(3) 根据 梯度 的 运算 公式 (1.3.7) ,得 到 
af(R) af(R) af(R) 


5 3y i 
. df(R) aR i df(R) aR df(R) aR 
” dR 9z ” dR 9y ” dR 9z 


Vf(R) =e, 


_df(R) ,df(R)R 
TR RR 
同 理 
Vv f(R) -fe wR 
_df(R) -~e(rz—-Zx)-e(y-y)-e(z—z’) 
dR V(rz-r) +(y-y) +(z- zx) 
__df(R)R 
”dR FR 
故 得 


VA(R)=- Vf(R) 
在 电磁 场 中 ,通常 以 (zx ,y ,x ) 表 示 源 点 的 坐标 ,以 (zx,y,z) 表 示 场 点 的 坐 
标 , 因 此 上 述 运 算 结 果 在 电磁 场 中 非常 有 用 。 


若 所 研究 的 物理 量 是 一 个 矢量 , 则 该 物理 量 所 确定 的 场 称 为 矢量 场 。 例 如 ， 
力 场 .速度 场 .电场 等 都 是 矢量 场 。 在 矢量 场 中 ,各 点 的 场 量 是 随 空 间 位 置 变化 
的 矢量 。 因 此 ,一 个 矢量 场 F 可 以 用 一 个 矢量 函数 来 表示 。 在 直角 坐标 系 中 可 
表示 为 
F= F(xr,y,z) (1.4.1) 
一 个 矢量 场 F 可 以 分 解 为 三 个 分 量 场 ,在 直角 坐标 系 中 
F = eF(r,y,z) + esF (rz,y,z) + eF(r,y,z) (1.4.2) 
式 中 FoCzyz) PFCzyz) 和 下 (zyz) 是 下 (zy,z) 分 别 沿 zz、 y 和 zz 方 
向 的 三 个 分 量 。 
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1.4.1 矢量 场 的 矢量 线 


对 于 矢量 场 F(r), 可 用 一 些 有 向 曲线 来 形象 地 描述 矢量 在 空间 的 分 布 ,这 
些 有 向 曲线 称 为 矢量 线 。 在 矢量 线 上 , 任 一 点 的 切 
线 方向 都 与 该 点 的 场 矢 量 方向 相同 ,如 图 1.4.1 所 
示 。 例 如 ,静电 场 中 的 电场 线 、 磁 场 中 的 磁场 线 等 ,都 
是 矢量 线 的 例子 。 一 般 地 ,矢量 场 中 的 每 一 点 都 有 矢 
量 线 通过 ,所 以 矢量 线 也 充满 矢量 场所 在 的 空间 。 

设 矢 量 场 FF=eF, + eyF,+ esFs, M(x,y,z) 
是 场 中 的 矢量 线 上 的 任意 一 点 ,其 矢 径 为 


. r = ex + eyy + es 
则 其 微分 矢量 
dr = edz + eydy + edz 
在 点 M 处 与 矢量 线 相 切 。 根 据 矢 量 线 的 定义 可 知 ,在 点 M 处 dr 与 五 共 线 , 即 

dr 下 ,于 是 有 


dz _ dy dz 
F, Eh (1.4.3) 
这 就 是 矢量 线 的 微分 方程 组 。 解 此 微分 方程 组 , 即 可 得 到 矢量 线 方程 ,从 而 绘 绘制 
出 矢量 线 。 
例 1.4.1 设 点 电荷 g 位 于 坐标 原点 ,在 周围 空 
间 任 一 点 M(z,y,z) 处 产生 的 电场 强度 矢量 
ne 9 
A 
式 中 ,es 为 介 电 常 数 ， ee r=|r|, 求 电 
场 强度 矢量 E 的 矢量 线 。 


解 :E = 4 7 一 (ex +ey +ez), 由 式 图 1.4.2 点 电荷 的 矢量 绕 


4ner’ 4ner 
(1. 4. 3) 可 得 到 矢量 线 的 微分 方程 组 为 
dz _ dz 
TI 
dy _ dz 
了 


由 此 方程 组 可 解 得 
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[X= ciz 
(cl、c2 为 任意 常数 ) 


y= cz 
这 是 从 点 电荷 9 所 在 处 (坐标 原点 ) 发 出 的 射线 束 ,如 图 1.4.2 所 示 。 
1.4.2 通 量 


在 分 析 和 描绘 矢量 场 的 性 质 时 ,矢量 场 穿 过 一 个 曲面 的 通 量 是 一 个 重要 的 
基本 概念 。 设 S 为 一 空间 曲面 ,dS 为 曲面 $ 上 的 面 元 , 取 一 个 与 此 面 元 相 垂直 
的 单位 矢量 e , 则 称 矢量 

dS = edS (1.4.4) 
为 面 元 矢量 。e, 的 取 法 有 两 种 情形 :一 是 dS 为 
开 曲 面 $ 上 的 一 个 面 元 ,这 个 开 曲面 由 一 条 闭合 
曲线 C 围 成 ,选择 闭合 曲线 C 的 绕 行 方向 后 , 按 
右 螺 旋 法 则 规定 eu 的 方向 ,如 图 1.4.3 所 示 ; 另 
一 种 情形 是 dS 为 闭合 曲面 上 的 一 个 面 元 , 则 一 
般 取 6 的 方向 为 闭 曲 面 的 外 法 线 方向 。 

在 矢量 场 下 中 , 任 取 一 面 元 矢量 4S ,矢量 下 
与 面 元 矢量 dS 的 标量 积 下 .d8 定义 为 矢量 严 穿 。 图 1.4.3 矢量 妃 的 通 量 
过 面 元 矢量 dS 的 通 量 。 将 曲面 S 上 各 面 元 的 下 .ds 相 加 , 则 得 到 矢量 下 穿 过 
曲面 S 的 通 量 , 即 


v= |F.ds = | F .eds (1.4.5) 


例如 ,在 电场 中 ,电位 移 矢量 D 在 某 一 曲面 $ 上 的 面积 分 就 是 矢量 D 通过 该 曲 

面 的 电 通 量 ;在 磁场 中 ,磁感应 强度 B 在 某 一 曲面 S$ 上 的 面积 分 就 是 矢量 召 通 
过 该 曲面 的 磁 通 量 。 
如 果 S 是 一 闭合 曲面 , 则 通过 闭合 曲面 的 总 通 量 表示 为 

w=F.ds=0F.eds | (1.4.6) 


由 通 量 的 定义 不 难看 出 , 若 从 面 元 矢量 dS 的 负 侧 穿 到 ds 的 正 侧 时 , 卫 
与 e 相交 成 锐角 , 则 通过 面积 元 dS 的 通 量 为 正 值 ;反之 ,各 焉 从 面积 元 dS 的 
正 侧 穿 到 dS 的 负 侧 时 ,F 与 es 相交 成 钝 角 , 则 通过 面积 元 dS 的 通 量 为 负 值 。 
式 (1.4.6) 中 的 更 则 表示 穿 出 闭 曲 面 $ 内 的 正 通 量 与 进入 闭 曲面 S 的 负 通 量 的 


代数 和 , 即 穿 出 曲面 S 的 净 通 量 。 当 br . dS > 0 时 , 则 表示 穿 出 闭合 曲面 S 
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的 通 量 多 于 进入 的 通 量 , 此 时 闭合 曲面 S 内 必 有 发 出 矢量 线 的 源 , 称 之 为 正 通 
量 源 。 例 如 ,带电 场 中 的 正 电荷 就 是 发 出 电场 线 的 正 通 量 源 ;当中 F .dS < 0 时 ， 


” 则 表示 穿 出 闭合 曲面 S 的 通 量 少 于 进入 的 通 量 , 此 时 闭合 曲面 S 内 必 有 汇集 矢 
量 线 的 源 , 称 之 为 负 通 量 源 。 例 如 ,静电 场 中 的 负电 荷 就 是 汇聚 电场 线 的 负 通 量 


源 ; 当 中 F .ds = 0 时 , 则 表示 穿 出 闭合 曲面 S 的 通 量 等 于 进入 的 通 量 ,此 时 闭 
合 曲面 S 内 正 通 量 源 与 负 通 量 源 的 代数 和 为 0 ,或 闭合 曲面 S 内 无 通 量 源 。 
1.4.3” 敬 度 


矢量 场 穿 过 闭合 曲面 的 通 量 是 一 个 积分 量 , 不 能 反映 场 域内 的 每 一 点 的 通 
量 特性 。 为 了 研究 矢量 场 在 一 个 点 附近 的 通 量 特性 ,需要 引入 矢量 场 的 散 度 。 
1. 散 度 的 概念 
在 矢量 场 中 的 任 一 点 M 处 作 一 个 包围 该 点 的 任意 闭合 曲面 S, 当 S 所 
pp.as 
限定 的 体积 AV 以 任意 方式 趋 近 于 0 时 , 则 比值 的 极限 称 为 矢量 场 F 


AV 
在 点 M 处 的 散 度 ,并 记 作 div 五 , 即 


. i 
divF = lim KV CT) 


由 散 度 的 定义 可 知 ,div FF 表示 在 点 M 处 的 单位 体积 内 散发 出 来 的 矢量 下 
的 通 量 ,所 以 div F 描述 了 通 量 源 的 密度 。 若 div 五 >0, 则 该 点 有 发 出 矢量 线 的 
正 通 量 源 ; 若 div F<0, 则 该 点 有 汇聚 矢量 线 的 负 通 量 源 ; 若 div F =0, 则 该 点 无 
通 量 源 ,如 图 1.4.4 所 示 。 


1 % 
by ” ~ 
(a) divF >0 (b)divF<0 (¢) divF =0 


图 1.4.4 散 度 的 意义 
2. 散 度 的 计算 式 | 
根据 散 度 的 定义 ,div F 与 体积 元 AV 的 形状 无 关 , 只 要 在 取 极 限 过 程 中 ， 
所 有 尺寸 都 趋 于 0 即 可 。 在 直角 坐标 系 中 ,以 点 M(xz,y,z) 为 顶点 作 一 个 很 小 
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Az ,各 面 分 别 与 各 坐标 面 平行 ,如 图 1.4.5 
所 示 。 矢 量 场 下 穿 出 该 六 面体 的 表面 S 的 
通 量 


更 = 中 .ds -| +| +| + 
| | | eas 


在 计算 前 、 后 两 个 面 上 的 面积 分 时 ,下 ,、 
Fs 对 积分 没有 贡献 ,并 且 由 于 六 个 面 均 很 
小 ,所 以 


图 1.4.5 在 直角 坐标 系 
中 计算 V:F 


人 F.dSaF (r+Ar,y,z)AyAz 
目 


| 有 .qdS 和 -下 (zyz)AyAz 


根据 泰勒 定理 


Fi(z+Az,y,z) = F(zr,y,z) + 


1 0°F,(x,y,z) 
2 


pp 


和 下 (并 yx) 十 


dF (zy zy) 
A + 
9x 


(Az)2 + 


aF,(x,y,z) 
Ad 


9z 
所 以 
9dF, (zy yz) 
| F-.dSa F(zr,y,z)AyAz+ ArAyAz 
1 
于 是 得 到 
9F (zyyys) 
| +| Ir "dS 一 一 AzAyAz 
J 前 后 9 工 
同 理 ,可 得 
aF,(zx,y,z) 
[| + | Ir 有 
左 右 9y 


9aF.(z,y,z2) 
十 。 人 
[| | dS 到 AZzAyAz 
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因此 ,矢量 场 F 穿 出 六 面体 的 表面 S 的 通 量 


OR 
和 
9x Be 


v=br.ds~| AzAyAz 
S 


根据 式 (1.4.7) ,得 到 散 度 在 直角 坐标 系 中 的 表达 式 


F.ds 
中 人 9F, 9F, 9 
divF = 六 lm AV— 和 十 元 十 EE (1.4.8) 
利用 算 符 V, 可 将 div F 表示 为 
divF = (< 站 + ey 5 十 es | (esF, + eyF, + esP.) 
~y-.F (1.4.9) 
类 似 地 ,可 推出 圆柱 坐标 系 和 球 坐 标 系 中 的 散 度 计算 式 , 分 别 为 
1 9 1 9Fs ,9F 
V.F= Bs ol Pe 5 (1.4.10) 
1 9 2 1 1 9 了 3 
Yves 72 37(7 F,) rsin 6 元 sin OFo) + rsin 0 多 (1.4.11) 
1.4.4 ” 散 度 定理 
矢量 分 析 中 的 一 个 重要 定理 是 
| vV .FdV = 中 F .ds (1.4.12) 
V S 


上 式 称 为 散 度 定理 (或 高 斯 定理 )。 

现在 来 证 明 这 个 定理 。 如 图 1.4.6 所 示 ,将 闭合 面 S 包围 的 体积 V 分 成 许 
多 体积 元 :dV1、dV，、…' ,计算 每 个 体积 元 的 小 闭合 面 5S;(i=1,2,…) 上 穿 出 的 
F 的 通 量 ,然后 全 加 。 由 于 相 邻 两 体积 元 有 一 个 公共 表面 ,这 个 公共 表面 上 的 通 
量 对 这 两 个 体积 元 来 说 恰好 等 值 异 号 , 求 和 时 就 互相 抵消 了 。 办 S 面 的 
那些 体积 元 外 ,所 有 体积 元 都 是 由 几 个 与 相 邻 体 
积 元 间 的 公共 表面 包 转 而 成 的 ,这 些 体积 元 的 通 
量 的 总 和 为 0。 而 邻近 S 面 的 那些 体积 元 ,它们 
有 部 分 表面 是 S 面 上 的 面 元 ,这 部 分 表面 的 通 量 
没有 被 抵消 ,其 总 和 恰好 等 于 从 闭合 面 S 穿 出 的 
通 量 ,因此 有 


图 1.4.6 体积 Y 的 剖 分 
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中 Fr.as = 中 F .ds+ 中 下 .，dS + … 
S S) S, 
由 式 (1.4.8), 得 
和 :as = V. FdVi,(i = 1,2,.…) 
故 得 到 
Fas =- VY. FdVitYV. FdV,+… =| Vv. Fdv 


这 就 证 明了 式 (1.4.12)。 

式 (1.4.12) 表 明 ,矢量 场 的 散 度 VF 在 体积 V 上 的 体积 分 等 于 矢量 场 
下 在 限定 该 体积 的 闭合 面 S 上 的 面积 分 ,是 矢量 的 散 度 的 体积 分 与 该 矢量 的 闭 
合 曲 面积 分 之 间 的 一 个 变换 关系 ,是 矢量 分 析 中 的 一 个 重要 的 恒等式 ,在 电磁 理 
论 中 非常 有 用 。 

例 1.4.2 已 知 R=e(z-zx)te,(y—y)+e.(z—-xz ),R= I|RI。 求 乱 


量 D= 这 在 R 关 0 处 的 散 度 。 
解 : 根据 散 度 的 计算 公式 (1.4.7) ,有 


3 /rz—x 9 y—y 9 /z— xz 
| RS | Rs ji R3 上 


i 3(z-z) 1 3-y) 1 3(z-z) 
-ge Rs TR ps RS 


矢量 场 的 散 度 描述 了 通 量 源 的 分 布 情况 ,反映 了 矢量 场 的 一 个 重要 性 质 。 
反映 矢量 场 的 空间 变化 规律 的 男 一 个 重要 性 质 是 矢量 场 的 环流 和 旋 度 。 


1.5.1 环流 
矢量 场 正 沿 场 中 的 一 条 闭合 路 径 C 的 曲线 积分 
r= Fd : (1.5.1) 


称 为 矢量 场 正 沿 闭合 路 径 C 的 环流 。 其 中 di 是 路 径 上 的 线 元 矢量 ,其 大 小 为 
dil、\ 方 辐 沿 路 径 C 的 切线 方向 ,如 图 1.5.1 所 示 。 
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矢量 场 的 环流 与 矢量 场 穿 过 闭合 曲面 的 通 量 一 
样 ,都 是 描述 矢量 场 性 质 的 重要 的 量 。 例 如 ,在 电磁 
学 中 ,根据 安培 环 路 定理 可 知 ,磁场 强度 百 沿 闭合 路 
径 C 的 环流 就 是 通过 以 路 径 C 为 边界 的 曲面 S 的 总 
电流 。 因 此 ,如 果 矢 量 场 的 环流 不 等 于 0, 则 认为 场 
中 有 产生 该 矢量 场 的 源 。 但 这 种 源 与 通 量 源 不 同 , 它 图 1 5 1 闭合 路 和 
既 不 发 出 矢量 线 也 不 汇聚 矢量 线 。 也 就 是 说 ,这 种 源 
所 产生 的 矢量 场 的 矢量 线 是 闭合 曲线 ,通常 称 之 为 旋涡 源 。 

从 矢量 分 析 的 要 求 来 看 ,希望 知道 在 每 一 点 附近 的 环流 状态 。 为 此 ,在 矢量 
场 正中 的 任 一 点 M 处 作 一 面 元 AS , 取 e, 为 此 面 元 的 法 向 单位 矢量 。 当 面 元 


中 F .di 


AS 保持 以 ev 为 法 线 方向 而 向 点 M 处 无 限 缩小 时 ,极限 lm <a 一 称 为 矢量 
场 下 在 点 M 处 沿 方向 e, 的 环流 面 密度 , 记 作 rots 下 , 即 
br .dl 
rot,F = Un (1.5.2) 


由 此 定义 不 难看 出 ,环流 面 密度 与 面 元 AS 的 法 线 方向 es 有 关 。 例 如 ,在 
磁场 中 ,如果 某 点 附近 的 面 元 方向 与 电流 方向 重合 , 则 磁场 强度 H 的 环流 面 密 
度 有 最 大 值 ;如 果 面 元 方向 与 电流 方向 有 一 夹 角 , 则 磁场 强度 H 的 环流 面 密度 
总 是 小 于 最 大 值 ; 当面 元 方向 与 电流 方向 垂直 时 , 则 磁场 强度 百 的 环流 面 密度 
等 于 0。 这 些 结果 表明 ,矢量 场 在 点 M 处 沿 方向 en 的 环流 面 密度 ,就 是 在 该 点 
处 疝 方向 en 的 旋涡 源 密度 。 


1.5.2 旋 度 


1. 旋 度 的 概念 

由 于 矢量 场 在 点 M 处 的 环流 面 密度 与 面 元 AS 的 法 线 方 向 es 有 关 , 因 此 ， 
在 矢量 场 中 ,一 个 给 定点 M 处 沿 不 同方 向 eu, 其 环流 面 密 度 的 值 一 般 是 不 同 的 。 
在 某 一 个 确定 的 方向 上 ,环流 面 密度 可 能 取得 最 大 值 。 为 了 描述 这 个 问题 ,引入 
了 旋 度 的 概念 

量 场 卫 在 点 M 处 的 旋 度 是 一 个 矢量 ， 记 作 rot 五 (或 记 作 curl F), 它 的 方 

向 沿 着 使 环流 面 密 度 取得 最 大 值 的 面 元 法 线 方向 ,大 小 等 于 该 环流 面 密度 最 大 
值 , 即 


(1.5.3) 


es 志 中 下: 
RS di 


max 
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式 中 n 是 环流 面 密度 取得 最 大 值 的 面 元 正法 线 单位 矢量 。 
由 旋 度 的 定义 不 难看 出 ,矢量 场 F 在 点 M 处 的 旋 度 就 是 在 该 点 的 旋涡 源 
密度 。 例 如 ,在 磁场 中 ,磁场 强度 HH 在 点 M 处 的 旋 度 就 是 在 该 点 的 电流 密度 J。 
矢量 场 正在 点 M 处 沿 方向 eu 的 环流 面 密度 rot, F 等 于 rot F 在 该 方向 上 的 投 
影 ,如 图 1.5.2 所 示 , 即 
rotn 下 = eu，rot 万 (1.5.4) 


、 
> rotF 


图 1.5.2 rot FF 在 e。 图 1.5.3 在 直角 坐标 系 
方向 上 的 投影 中 计算 rot F 
2. 旋 度 的 计算 式 


旋 度 的 定义 与 坐标 系 无 关 , 但 旋 度 的 具体 表达 式 与 坐标 系 有 关 。 下 面 推导 
在 直角 坐标 系 中 旋 度 的 表达 式 。 

如 图 1.5.3 所 示 , 以 点 M 为 顶点 , 取 一 个 平行 于 yz 面 的 矩形 面 元 , 则 面 元 
矢量 为 e,AS, = esAyAz。 在 点 M 处 的 矢量 F=e,F,+ eyF, + ezF, 沿 回 路 C 的 
积分 为 


9 
中 F:dl=F,Ayt+ (F. F Ay |Az - 
C 


aF, 
F, + azjey 一 下.Axz 
BP 


9y 
aF, 
= 本 AyAz 一 一 AyAz 
故 
F, 9F, 
i me ee 


此 极限 即 是 rot F 在 e, 方向 上 的 投影 。 
相似 地 ,分 别 取 面 元 矢量 e,AS, = e,AxAz、esAS。 = e*AzAy, 用 与 上 面相 同 
的 运算 ,可 得 到 rot F 分 别 在 e, 和 e, 方向 上 的 投影 为 
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obF = lim, ZAP FP + di = Ei 


93F, 9aF, 
rotaF = a AS- 总 中 F.dl= 一 


因此 ,得 到 
rot F = erotsF + eyrotyF + esrot.F 


| aF, [下 2 aF, 9F, 
= +e 三 + e。 
9y 9Dz >\ 9z 9x 


利用 算 符 V, 可 将 rot F 表示 为 


9 9 9 
rotF = (« 了 十 ey gy + ez (esF, + eyF, + ezF,) 


9 
~yYxF (1.5.6) 
上 式 亦 可 写成 
er BE, ez 
VxF= 天 区 Re (1.5.7) 
F, F, F, 


式 为 


采用 同样 的 方法 ， 可 导出 V x 下 在 圆柱 坐标 系 中 的 表 i 


0 
vxF=ol 元 人 + ey 十 
Sy 
x -| BR) | (L358) 
O 9p ag 
或 写成 
eo 06 Ez 
1|3 3 9 
yxF= 1. 3. (1.5.9) 
F, OFy F, 


在 球 坐 标 系 中 , Y X 下 的 表达 式 为 


er 


| 1 93F, J 


aFy 
Vy xF 二 站 (sin OFy ) 一 由 e+ 26 rlsing 9$ gr 


人 人 1 


i 56 


(1.5.10) 
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或 写成 
e 7eg rsin tes 
ER 
Cs r2sin G19r 90 ag (1.5.11) 


F, rFe rsin OF 


1.5.3 ”斯 托 克 斯 定理 


在 矢量 场 FF 所 在 的 空间 中 ,对 于 任 一 个 以 曲线 C 为 周 界 的 曲面 S ,存在 如 
下 重要 关系 式 : 


| vxF.ds=hF.d (1.5.12) 


上 式 称 为 斯 托 克 斯 定理 , 它 表 明 矢 量 场 F 的 旋 度 V xF 在 曲面 $ 上 的 面积 分 等 
于 矢量 场 F 在 限定 曲面 的 闭合 曲线 C 上 的 线 积 分 ,是 矢量 旋 度 的 曲面 积分 与 该 
矢量 沿 闭合 曲线 积分 之 间 的 一 个 变换 关系 ,也 是 矢量 分 析 中 的 一 个 重要 的 恒 等 
式 , 在 电磁 理论 中 也 是 很 有 用 的 。 

为 了 证 明 式 (1.5.12), 将 曲面 S 划分 成 许多 
小 面 元 ,如 图 1.5.4 所 示 。 对 每 一 个 小 面 元 , 沿 包 
围 它 的 闭合 路 径 取 F 的 环流 ,路 径 的 方向 与 大 回 
路 C 一 致 ,并 将 所 有 这 些 积分 相 加 。 可 以 看 出 ,各 
个 小 回路 在 公共 边界 上 的 那 部 分 积分 都 相互 抵 
消 , 因 为 相 邻 小 回路 在 公共 边界 上 积分 的 方向 是 
相反 的 ,只 有 没有 公共 边界 的 部 分 积分 没有 抵消 ， 
结果 所 有 沿 小 回路 积分 的 总 和 等 于 沿 大 回路 C 的 -图 1.5.4 曲面 的 划分 
积分 , 即 


HF .dl = 中 dl i dl + 
对 沿 每 一 个 小 回路 的 积分 应 用 式 (1.5.2), 得 


4 下 .dl = robFdSi| = VxF.:dSsi 
Ci 


由 F.dl= rotbFdS, = VxF.ds, 
C, 


Ppad= VxP.dStvVxF. dt 
C 


-1.6 无 旋 场 与 无 散场 


25 


上 式 右边 的 总 和 就 是 Vx 在 曲面 S 上 的 面积 分 , 即 | Vv x F dS, 从 而 证 明 
了 式 (1.5.12)。 


例 1.5.1 已 知 尺 =ec(z-z)+er(y-y)+er(z-z),R=|RI。 求 矢 
量 卫 = 六 在 R 关 0 处 的 旋 度 。 


解 : 根据 旋 度 的 计算 公式 (1.5.7) ,有 


er ey es 

9 9 9 

VxD= 了 5 区 
(zzZ)R3 (yy)/R2 (z-z)/R’ 


os BE MOS (si (| 


3[(z—-z)(z—-z)—-(z—-z)(z—-xz)] 
Cy | Ri 


3[(y—-y)(z-z)-(y-y)(zr— x) 


Ri 


矢量 场 散 度 和 旋 度 反映 了 产生 矢量 场 的 两 种 不 同性 质 的 源 , 相 应 的 ,不 同性 
质 的 源 产生 的 矢量 场 也 具有 不 同 的 性 质 。 


1.6.1 无 旋 场 


如 果 一 个 矢量 场 正 的 旋 度 处 处 为 0, 即 
VxF=0 


则 称 该 矢量 场 为 无 旋 场 , 它 是 由 散 度 源 所 产生 的 。 例 如 ,静电 场 就 是 旋 度 处 处 为 
0 的 无 旋 场 。 


标量 场 的 梯度 有 一 个 重要 性 质 ,就 是 它 的 旋 度 恒 等 于 0, 即 
Vx(Vv) 三 0 


(1.6.1) 
在 直角 坐标 系 中 很 容易 证 明 这 一 结论 。 直 接 取 Vu 的 旋 度 ,有 
We | a th ec FE 
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= 0 
因为 梯度 和 旋 度 的 定义 都 与 坐标 系 无 关 , 所 以 式 (1.6.1) 是 普遍 的 结论 。 
根据 式 (1.6.1) ,对 于 一 个 旋 度 处 处 为 0 的 矢量 场 下 ,总 可 以 把 它 表示 为 某 
一 标量 场 的 梯度 , 即 如 果 V xF =0, 存 在 标量 函数 x ,使 得 
| oe (1.6.2) 


函数 x 称 为 无 旋 场 F 的 标量 位 沙 数 ,简称 标量 位 。 式 (1.6.2) 中 有 一 人 负 号 ,为 的 
是 使 其 与 电磁 场 中 电场 强度 E 和 标量 电位 p 的 关系 相 一 致 。 
由 斯 托 克 斯 定理 可 知 , 无 旋 场 F 沿 闭合 路 径 C 的 环流 等 于 0 , 即 


pr.d=0 
C 
这 一 结论 等 价 于 无 旋 场 F 的 曲线 积分 | FP . di 与 路 径 无 关 , 只 与 起 点 P 和 终点 
Q 有 关 。 由 式 (1.6.2) ,有 
re Q Q gu Q 
| “dl =-| Vu :dl --| ard! =- ,du = u(P)—u(Q) 
若 选 定点 Q 为 不 动 的 固定 点 , 则 上 式 可 看 做 是 点 PP 的 函数 , 即 
u(P)= | Fdl+C (1.6.3) 


这 就 是 标量 位 x 的 积分 表达 式 ,任意 常数 C 取决 于 固定 点 Q 的 选择 。 
将 式 (1.6.2) 代 人 式 (1.6.3), 有 


人 | WwWw .dt+C (1.6.4) 
这 表明 ,一 个 标量 场 可 由 它 的 梯度 完全 确定 。 
1.6.2 无 散场 
如 果 一 个 矢量 场 下 的 散 度 处 处 为 0, 即 
又 .下 三 0 
则 称 该 矢量 场 为 无 散场 , 它 是 由 旋涡 源 所 产生 的 。 例 如 ,恒定 磁场 就 是 散 度 处 处 


为 0 的 无 散场。 
量 场 的 旋 度 有 一 个 重要 性 质 ,就 是 旋 度 的 散 度 恒 等 于 0, 即 
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Vv.(VxA)=0 (1.6.5) 
在 直角 坐标 系 中 证 明 这 一 结论 时 ,直接 取 V x A 和 的 散 度 ,有 


9 9 9 ) oA 9A 
VyV.(YVYx 一 = = 一 一 |， 人 > 十 
( A) (« 9 并 6y 9y | 四 后 记过 


3a4。 3A, aA, 34, 
| 
Re 


-2 站 9 ( 闻 凌 j+ 访 [ 守 | 
= 人 三 


gz 9y 


根据 这 一 性 质 ,对 于 一 个 散 度 处 处 为 0 的 矢量 场 下 ,总 可 以 把 它 表 示 为 某 一 
矢量 场 的 旋 度 , 即 如 果 V*F 二 0, 则 存在 矢量 函数 4 ,使 得 
| F= VxAa (1.6.6) 
函数 A 称 为 无 散场 F 的 矢量 位 图 数 ,简称 矢 量 位 。 
由 散 度 定理 可 知 , 无 散场 通过 任何 闭合 曲面 S$ 的 通 量 等 于 0, 即 


PF.ds=0 
S 


1.7.1 拉 普 拉 斯 运算 
标量 场 x 的 梯度 W 是 一 个 矢量 场 ,如 果 再 对 Vu 求 散 度 , 即 Y .(Vx ) , 黎 为 
标量 场 x 的 拉 普 拉 斯 运算 , 记 为 
VyY.(Vu)= Vu 
这 里 “VV” 称 为 拉 普 拉 斯 算 符 。 
在 直角 坐标 系 中 ,由 式 (1.3.7) 和 式 (1.4.9), 可 得 到 


9 9 9 92 92 a2 
Vo wile es = S++ (1.7.1) 
gz 9y gz 


由 式 (1.3.10) 和 式 (1.4.11), 可 得 到 圆柱 坐标 系 中 的 拉 普 拉 斯 运算 


vi 
p 9p 《3p pe 2g? 9 z2 


由 式 (1.3.11) 和 式 (1.4.12) ,可 得 到 球 坐 标 系 中 的 拉 普 拉 斯 运算 


(1.7.2) 
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i 2 Ou \ 1 9 1/ . :> 1 927 
Pl yh (1.7.3) 


对 于 矢量 场 了 ,由 于 算 符 VY? 对 矢量 进行 运算 时 已 失去 梯度 的 散 度 的 概念 ， 
因此 将 矢量 场 下 的 拉 普 拉 斯 运算 VE 定义 为 
VF= VV.F)-Vx(YVxF) (1.7.4) 
在 直角 坐标 系 中 


加 Dz- azgy 9z9z 


[Vx (VxF)], -FLV XxF).] -L(V x F),] 
y 之 
9/9F, 39F,Y af/aF 93 下 
-元 | 去 9y es EE 


Dd So 
将 以 上 两 式 代 入 式 (1.7.4) ,可 求 得 
(VIF), =[V(V : F)], -IV x(Vv xF)], 


OOF, OF, OF 


et 了 十 下 = VF, 
同 理 ,可 得 
(VIF), = V’F, 和 (V?F)。 = V’F, 
于 是 得 到 
| Vi°F=e, ViF,+e,V’F,+e. Vr, (1.7.5). 
必须 注意 ,只 有 对 直角 分 量 才 有 (VF);= VF,(i=z,y,x)。 
1.7.2 格林 定理 


i 格 条 定理 又 称 为 格林 恒等式 ,是 由 散 度 定理 导出 的 重要 数学 恒等式 。 在 散 
度 定 理 
| YEFdy = 中 P :edS 


, 令 卫 = pW, 其 中 p 和 y 是 体积 V 内 的 两 个 任意 标量 函数 , 则 有 
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站 Y.» (0 Wa pb (ow) ‘dS 
由 于 


Sle 


Vl(pgW)= pV yt Vo Vp We,- p35 
于 是 得 到 格林 第 -- 恒 等 式 
2 9y 
|,(pv y+ Vp ， voday = 中 于 45 (1.7.6) 


式 中 9y/an 是 闭合 曲面 S 上 的 外 法 向 导数 。 
将 式 (1.7.6) 中 的 p 与 少 对 调 一 下 , 则 有 


| vept+vy， vp)dy = 中 yj2a5 (1.7.7) 
将 式 (1.7.6) 与 式 (1.7.7) 相 减 , 即 得 到 格林 第 二 恒等式 
人 (PYV 0 -UV p)dY = 中 (#2 -y 39)ds (1.7.8) 


格林 定理 描述 了 两 个 标量 场 之 间 满 足 的 关系 ,如 果 已 知 其 中 一 个 场 的 分 布 ， 
可 以 利用 格林 定理 求解 男 一 个 场 的 分 布 。 因 此 ,格林 定理 在 电磁 场 中 有 着 广泛 
的 应 用 。 


矢量 场 的 散 度 和 旋 度 都 是 表示 矢量 场 的 性 质 的 量度 ,一 个 矢量 场所 具有 的 
ee eg tat 而 且 , 可 以 证 明 : 在 有 限 的 区 域 V 内 , 任 一 

量 场 由 它 的 散 度 、 旋 度 和 边界 条 件 ( 即 We V 的 闭合 面 $ 上 的 矢量 场 的 
ee 一 地 确定 , 且 可 表示 为 


a (1.8.1) 
其 中 : 
| “下 (7 广 ) 7 “Fr 
2 a ra 人 dS (1.8.2) 
Vx ) 1r exF(r’) 
A(r) = 去 |。 | 大 一 六 dV 4n]s |r—r | dS (1.8.3) 


这 就 是 北 姆 霍 兹 定理 。 它 表明 : 
@ 矢量 场 正 可 以 用 一 个 标量 函数 的 梯度 和 一 个 矢量 函数 的 旋 度 之 和 来 表 
示 。 此 标量 函数 由 下 的 散 度 和 F 在 边界 S$ 上 的 法 向 分 量 完全 确定 ;而 矢量 函数 
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则 由 的 旋 度 和 FF 在 边界 面 $ 上 的 切 向 分 量 完全 确定 ; 
@ 由 于 Vx[Vu(r)]=0、V'[V xA(r)]=0, 因 而 一 个 矢量 场 可 以 表示 为 
一 个 无 旋 场 与 无 散场 之 和 , 即 


F= F+FRe (1.8.4) 
其 中 
由 呈 FE, 一 VvV F Vy. F. 一 0 
， (1.8.5) 
[vxF,=0 [VxFec=VxF 


@ 如 果 在 区 域 V 内 矢量 场 F 的 散 度 与 旋 度 均 处 处 为 0, 则 FF 由 其 在 边界 
面 S 上 的 场 分 布 完全 确定 ; 
@ 对 于 无 界 空间 ,只 要 矢量 场 满足 
IFIc1l/lr-r ls (9>0) (1.8.6) 


则 式 (1.8.2) 和 式 (1.8.3) 中 的 面积 分 项 为 0。 此 时 ,矢量 场 由 其 散 度 和 旋 度 完 
全 确定 。 因 此 ,在 无 界 空间 中 , 散 度 与 旋 度 均 处 处 为 0 的 矢量 场 是 不 存在 的 , 因 
为 任何 一 个 物理 场 都 必须 有 源 , 场 是 同 源 一 起 出 现 的 , 源 是 产生 场 的 起 因 。 

必须 指出 ,只 有 在 正 连续 的 区 域内 ,V .正和 V x F 才 有 意义 ,因为 它们 都 
包含 闭 对 空间 坐标 的 导数 。 在 区 域内 如 果 存 在 下 不 连续 的 表面 , 则 在 这 些 表面 
上 就 不 存在 下 的 导数 ,因而 也 就 不 能 使 用 散 度 和 旋 度 来 分 析 表 面 附近 的 场 的 
性 质 。 

亡 姆 霍 效 定理 总 结 了 矢量 场 的 基本 性 质 , 其 意义 是 非常 重要 的 。 分 析 矢量 
场 时 ,总 是 从 研究 它 的 散 度 和 旋 度 着 手 ,得 到 的 散 度 方程 和 旋 度 方程 组 成 了 矢量 
场 的 基本 方程 的 微分 形式 ;或 者 从 矢量 场 沿 闭合 曲面 的 通 量 和 沿 闭合 路 径 的 环 
流 着 手 ,得 到 矢量 场 的 基本 方程 的 积分 形式 。 


1.1 如 果 A4'B= A*C, 是 否 意 味 着 B= C? 为 什么 ? 

1.2 如 果 有 AXB=4XC 是否 意味 着 B=C? 为 什么 ? 

1.3 ”两 个 矢量 的 点 积 能 是 负 的 吗 ? 如 果 是 ,必须 是 什么 情况 ? 

1.4 什么 是 单位 矢量 ? 什么 是 常 矢量 ? 单位 矢量 是 否 为 常 矢量 ? 

1.5 在 圆柱 坐标 系 中 ,矢量 4= ep + ejp + ec, 其 中 a、b、c 为 常数 , 则 4 是 常 矢量 吗 ? 
为 什么 ? 
1.6” 在 球 坐 标 系 中 ,矢量 A = eacos 0- easin 90, 其 中 a 为 常数 , 则 4 能 是 常 矢 量 吗 ? 
为 什么 ? 

1.7 什么 是 矢量 场 的 通 量 ? 通 量 的 值 为 正 、 负 或 0 分 别 表示 什么 意义 ? 

1.8 什么 是 散 度 定理 ? 它 的 意义 是 什么 ? 


1.9 什么 是 矢量 场 的 环流 ? 环流 的 值 为 正 、 负 或 0 分 别 表示 什么 意义 ? 

1.10 什么 是 斯 托 克 斯 定理 ? 它 的 意义 是 什么 ? 斯 托 克 斯 定理 能 用 于 闭合 曲面 吗 ? 
1.11 如 果 矢 量 场 能够 表示 为 一 个 矢量 函数 的 旋 度 ,这 个 矢量 场 具有 什么 特性 ? 
1.12 ”如 果 矢 量 场 下 能够 表示 为 一 个 标量 函数 的 梯度 ,这 个 矢量 场 具有 什么 特性 ? 
1.13 只 有 直 矢 量 线 的 矢量 场 一 定 是 无 旋 场 ,这 种 说 法 对 吗 ? 为 什么 ? 

1.14 . 无 旋 场 与 无 散场 的 区 别 是 什么 ? 


习 题 
1.1 给 定 三 个 矢量 A4、B 和 C 如 下 : 


A = e+e,2- e.3 
B=-e,4+ e- 
C = ed— e-2 
求 : (1) es;(2) |4 一 B1;(3) 4 有 04) 94p;(5) 4 在 B 上 的 分 量 ;(6) AXC; 
(7) A:(BXC) 和 (A XB)-:C;(8) (AXB)xC 和 Ax(BxC).。 
1.2 三 角形 的 三 个 顶点 为 P1(0,1, 一 2)、P2(4,1, 一 3) 和 P3(6,2,5)。 
(1) 判断 入 Pi P: Ps 是 否 为 一 直角 三 角形 ; 
(2) 求 三 角形 的 面积 。 
1.3 求 点 P'(-3;,1,4) 到 点 P(2,-2,3) 的 距离 矢量 R 及 R 的 方向 。 
1.4 ”给 定 两 矢量 A=e,2+e,3 一 e.4 和 B=e,4-e,5+ e.6, 求 它们 之 间 的 夹 角 和 A 在 
B 上 的 分 量 。 
.1.5 ”给 定 两 矢量 A=e,2+e,3-e4 和 B= 一 e.6e4+e., 求 AXxXB 在 C=e, 一 e,+ 
es 上 的 分 量 。 
1.6 证 明 : 如 果 A4.:B=A:C 和 AXB8=AXxC, 则 B=C。 
1.7 如 果 给 定 一 未 知 矢量 与 一 已 知 矢量 的 标量 积 和 矢量 积 , 那 么 便 可 以 确定 该 未 知 矢 
量 。 设 4 为 一 已 知 矢量 ,p= A4'* 久 而 P=AXX,p 和 PP 已 知 , 试 求 站 。 
1.8 在 圆柱 坐标 中 ,一 点 的 位 置 由 (4, 符 ,3) 定 出 , 求 该 点 在 :(1) 直角 坐标 中 的 坐标 
(2) 球 坐 标 中 的 坐标 。 
1.9 用 球 坐 标 表示 的 场 B=。 全。 
(1) 求 在 直角 坐标 中 点 (一 3,4, -5) 处 的 |E| 和 E,; 
(2) 求 在 直角 坐标 中 点 (一 3,4, 一 5) 处 EE 与 矢量 B= e-2- e2+e。 构成 的 夹 角 。 
1.10 球 坐 标 中 两 个 点 (xr1,01,$81) 和 (r,s,0,,#$8) 定 出 两 个 位 置 矢量 Ri 和 Rs。 证 明 RI 
和 R, 间 夹 角 的 余弦 为 


cos y = cos bicos 0 + sin bisin Ocos( $1 一 $,) 


1.11 已 知 标量 函数 = z2e, 求 二 在 点 (2,3,1) 处 沿 指定 方向 e = @， + 
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Ee 
和 ec. -7 沁 的 方向 导数 。 


1.12 已 知 标量 函数 x=z2z+2y+3z2+3z-2y-6z。(1) 求 Vu;(2) 在 郧 些 点 上 
Vu 等 于 0? 


1.13 方程 w= 三 + 与 给 出 椭 球 族 。 求 椭 球 表面 上 任意 点 的 单位 法 向 矢量 。 


1.14 利用 直角 坐标 ,证明 


Vl(uv)=u V+v WW 
1.15 一 球面 S 的 半径 为 5, 球 心 在 原点 上 ， 计算 中 (e3sin 9) ， dS 的 值 。 


1.16 已 知 矢 量 E= 6,(x? + azz) + e,(xy’ + by) +e.(z 一 之 十 czr 一 2zxyz), 斌 确定 常 
数 a、b.c 使 EE 为 无 源 场 。 

1.17 在 由 p=5、z=0 和 z=4 围 成 的 圆柱 形 区 域 ,对 矢量 A = ep + e.2z 验证 散 度 
定理 。 

1.18 (1) 求 和 撩 量 A4 = ex +eyr*y +e.247x yz? 的 散 度 ;(2) 求 六 `4 对 中 心 在 原点 的 
一 个 单位 立方 体 的 积分 ;(3) 求 4 对 此 立方 体 表面 的 积分 ,验证 散 度 定理 。 

1.19 计算 矢量 > 对 一 个 球 心 在 原点 .半径 为 a 的 球 表面 的 积分 ,并 求 V .r 对 球体 积 的 
积分 。 

1.20 在 球 坐 标 系 中 ,已 知 矢量 4= ea + ew + ex ,其 中 ab 和 < 均 为 常数 。(1) 问 矢 
量 4 是 否 为 常 矢量 ;(2) 求 Y .4 和 VxA4。 

1.21 求 矢量 4=ez+exz +esyz 沿 zy 平面 上 的 一 个 边 长 为 2 的 正方 形 回路 的 线 积 
分 ,此 正方 形 的 两 边 分 别 与 zx 轴 和 y 轴 相 重合 。 再 求 V x 4 对 此 回路 所 包围 的 曲面 的 面积 
分 ,验证 斯 托 克 斯 定理 。 i 

1.22 求 矢量 A = ez+ezy2 沿 圆周 zx? + 只 = a? 的 线 积分 ,再 计算 V x 4 对 此 圆 面积 
的 积分 。 

1.23 证 明 : (1) Vr=3;(2) VXr=0;(3) VLk*r)=k。 其 中 += ex+eyt+ ez,k 
为 一 常 和 撩 量 。 

1.24 一 径 向 矢量 场 用 FF= e,f(7r) 表 示 , 如 果 V.F=0, 那 么 函数 f(r) 会 有 什么 特点 ? 

1.25 ”给 定 矢量 函数 = ezy + er, 试 求 从 点 P1(2,1, -1) 到 点 Pa(8,2,- 1) 的 线 积 


| a1:(1) 沿 抛物 线 z = y?; ;(2) 沿 连 接 该 两 点 的 直线 。 这 个 EE 是 保守 场 吗 ? 


9A 
1.26 Ue 2 


+ 2 全 相似 的 方法 推导 圆柱 坐标 下 


下 


八 二 ,4 一 工人 
的 公式 V A 基 (on， ) + + 
1.27 a A\B.C 分 别 为 
A = esin 0cos $ + epcos gcos $ - essin $ 


B = ex’sin $ + efzecos $ + es2pzsin $ 
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C= er(3 罗 一 2z)+ er + ec2z 
(1) 哪些 矢量 可 以 由 一 个 标量 函数 的 梯度 表示 ? 哪些 矢量 可 以 由 一 个 矢量 函数 的 旋 度 
表示 ? 
(2) 求 出 这 些 矢 量 的 源 分 布 。 
1.28 利用 直角 坐标 ,证明 
V.(fA)= fvV:.A+A.vVvIf 
1.29 证 明 
Vv.(AxXH)=H.YVxA-A.:VvxH 
1.30 利用 直角 坐标 ,证 明 
Vx(G)=AvxG+VhxG 
1.31 利用 散 度 定理 及 斯 托 克 斯 定理 可 以 在 更 普遍 的 意义 下 证 明 wx(Vu)=0 及 
V'(Vx4)=0, 试 证 明之 。 


第 2 章 
电磁 场 的 基本 规律 | 


电磁 学 的 三 大 实验 定律 (库仑 定律 .安培 定律 和 法 拉 第 电磁 感应 定律 ) 的 提 
出 ,标志 着 人 类 对 宏观 电磁 现象 的 认识 从 定性 阶段 到 定量 阶段 的 飞 蜂 。 以 三 大 
定律 为 基础 ,麦克 斯 书 提出 两 个 基本 假设 (关于 有 旋 电场 的 假设 和 关于 位 移 电 流 
的 假设 ) ,进而 归纳 总 结 出 描述 宏观 电磁 现象 的 总 规律 一 麦克斯韦 方程 组 。 

本 章 先 介绍 电磁 场 的 源 量 (电荷 和 电流 ) ,再 从 基本 实验 定律 引入 电磁 场 的 
场 量 ,并 讨论 其 散 度 和 旋 度 ,最 后 讨论 媒质 的 电磁 特性 和 麦克 斯 韦 方程 组 。 


电荷 周围 要 产生 电场 ,电流 周围 要 产生 磁场 ,电荷 和 电流 是 产生 电磁 场 的 源 量 。 


2.1.1 电荷 及 电荷 密度 


自然 界 中 存在 两 种 电荷 : 正 电 荷 和 负电 荷 。 带 电 体 所 带电 量 的 多 少 称 为 电 
荷 量 。 迄 今 为 止 能 检测 到 的 最 小 电荷 量 是 质子 和 电子 的 电荷 量 , 称 为 基本 电荷 
的 电量 ,其 值 为 e=1.602x10-28C( 库 仑 )。 质 子 带 正 电 ,其 电荷 量 为 e; 电 子 带 
负电 ,其 电荷 量 为 -e。 任何 带电 体 的 电荷 量 都 只 能 是 一 个 基本 电荷 量 的 整数 
倍 , 也 就 是 说 ,带电 体 上 的 电荷 是 以 离散 的 方式 分 布 的 。 

在 研究 宏观 电磁 现象 时 ,人 们 所 观察 到 的 是 带电 体 上 大 量 微观 带电 粒子 的 
总 体 效 应 ,而 带电 粒子 的 尺寸 远 小 于 带电 体 的 尺寸 。 因 此 ,可 以 认为 电荷 是 以 一 
定形 式 连 续 分 布 在 带电 体 上 ,并 用 电荷 密度 来 描述 这 种 分 布 。 

1. 电荷 体 密 度 

电荷 连续 分 布 于 体积 V' 内 ,用 电荷 体 密度 p(x”) 描述 其 分 布 。 设 体积 元 
AV 内 的 电荷 量 为 Ac , 则 该 体积 内 任 一 源 点 处 的 电荷 体 密度 为 | 


i 1 
式 中 的 六 是 源 点 的 位 置 矢量 ,电荷 体 密 度 的 单位 为 C/m 。 利 用 电荷 体 密度 
plr ) 可 求 出 体积 内 Y 的 总 电荷 量 


(2.1.1) 
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q = | oa 6 人) 


2. 电荷 面 密度 ne 
电荷 连续 分 布 于 厚度 可 以 忽略 的 曲面 S$ 上 ,用 电荷 面 密度 ps(x") 描 述 其 分 
布 。 设 面积 元 AS' 上 的 电荷 量 为 Ag, 则 该 曲面 上 任 一 源 点 处 的 电荷 面 密度 为 


. 
ps(r’) = lim A = 好 (2.1.3) 


电荷 面 密度 的 单位 为 Cm2。 面 积 S 上 总 电荷 量 为 
q = | ps(r)ds’ (2.1.4) 


”3. 电荷 线 密度 
电荷 连续 分 布 于 横 截 面积 可 以 忽略 的 细 线 /上 ,用 电荷 线 密度 Ps, ) 描 述 
其 分 布 。 设 长 度 元 A1' 上 的 电荷 量 为 Ad , 则 该 细 线 上 任 一 源 点 处 的 电荷 线 密度 
为 


多 a 
电荷 线 密度 的 单位 为 C/mo 细 线 L “上 的 总 电荷 量 为 
g = jar yar (2.1.6) 


4. 点 电荷 

点 电荷 是 电荷 分 布 的 一 种 极限 情况 ,可 将 其 视 为 一 个 体积 很 小 而 电荷 密度 
很 大 的 带电 小 球 的 极限 。 当 带电 体 的 尺寸 远 小 于 观察 点 至 带电 体 的 距离 时 , 带 
电 体 的 形状 及 其 中 的 电荷 分 布 已 无 关 紧 要 ,就 可 将 带电 体 所 带电 荷 看 成 集中 在 
带电 体 的 中 心 上 ,即将 带电 体 抽 象 为 一 个 几何 点 模型 , 称 为 点 电荷 。 

设 电 荷 g 分 布 在 中 心 在 坐标 原点 .半径 为 a 的 小 球体 AV 内 。 在 +r>4a 的 
球 外 区 域 ,电荷 密度 为 0; 在 r+ <a 的 球 内 区 域 ,电荷 密度 为 很 大 的 数值 。 当 a 
趋 于 0( 即 AV->~0) 时 ,电荷 密度 为 无 穷 大 ,但 对 整个 空间 而 言 , 电 荷 的 总 电量 仍 
为 g。 点 电荷 的 这 种 密度 分 布 可 用 数学 上 的 5 函数 来 描述 。 位 于 坐标 原点 的 点 
电荷 g 的 电荷 密度 可 用 $(r) 函 数 表示 为 


or) = gd(r) (2.1.7) 
式 中 的 "是 位 置 矢量 ,而 
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且 
下 积分 区 域 不 包含 r = 0 的 点 
| 6S(r)dV = 
» 1， 积分 区 域 包含 r = 0 的 点 
茶点 电荷 gq 的 位 置 矢量 为 ,其 电荷 密度 则 为 | | 
p(r) = g(r—r’) (2.1.8) 
式 中 
0 ， Fr 
(ro—r)= | 
co， r=r 
且 


上 积分 区 域 不 包含 r+ = r” 的 点 
| (rmr’)dV = 
4 1， 积分 区 域 包含 r+ = x 的 点 


应 该 指出 ,在 这 里 只 是 将 6 函数 作为 点 电荷 密度 分 布 的 一 种 形式 ,并 从 极 
限 的 意义 来 理解 它 。 点 电荷 的 概念 在 电磁 理论 中 占有 很 重要 的 地 位 。 


2.1.2 电流 及 电流 密度 


电流 是 由 电荷 做 定向 运动 形成 的 ,通常 用 电流 强度 来 描述 其 大 小 。 设 在 Ai 

时 间 内 通过 某 一 截面 S 的 电荷 量 为 Ad , 则 通过 该 截面 S 的 电流 强度 定义 为 
2 

电流 强度 一 般 简 称 为 电流 , 它 的 单位 为 A( 安 培 ) 。 若 电荷 的 运动 速度 不 随时 间 
改变 , 则 为 恒定 电流 ,用 工 表示 。 

在 电磁 理论 研究 中 ,常用 到 体 电流 模型 \ 面 电流 模型 和 线 电流 模型 。 

1. 体 电流 

电荷 在 某 一 体积 内 定向 运动 所 形成 的 电流 称 为 体 电流 。 一 般 情况 下 ,在 导 
体内 某 一 截面 上 不 同 的 点 ,电流 的 大 小 和 方向 往往 是 不 同 的 。 为 了 描述 该 截面 
“上 电流 的 分 布 ,引入 电流 密度 矢量 J ,其 定义 为 :空间 任 一 点 J 的 方向 是 该 点 上 
正 电荷 运动 的 方向 ,J 的 大 小 等 于 在 该 点 与 J 垂直 的 单位 面积 的 电流 , 即 

dz 


,Ai ,di 
= en lim AS = endS (2.1.10) 


体 电流 密度 的 单位 是 A/m?( 安 / 米 *)。 式 (2.1.10) 中 的 en 为 电流 密度 J 的 方 


向 ,也 是 面积 元 AS 的 正法 线 单 位 矢量 ,如 图 2.1.1 所 示 。J 也 称 为 体 电 流 密度 
矢量 ,但 要 注意 它 的 单位 是 An2。 通 过 任意 截面 S 的 电流 则 为 


(2.1.9) 
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图 2.1.1 体 电 流 密 度 矢 量 图 2.1.2 面 电流 密度 矢量 


2. 面 电 流 
电荷 在 一 个 厚度 可 以 忽略 的 薄 层 内 定向 运动 所 形成 的 电流 称 为 面 电流 ,用 
面 电流 密度 矢量 Js 来 描述 其 分 布 ,如 图 2.1.2 所 示 。 与 电流 方向 垂直 的 横 截 面 
厚度 趋 于 0 ,面积 元 AD 变 为 线 元 A7 , 则 面 电 流 密度 矢量 为 
di 


Ai 
Js = en lim 和 7 A7 = en 了 (2.1.12) 


面 电流 密度 的 单位 是 A/m( 安 / 米 )。 式 中 的 en 为 面 电流 方向 单位 矢量 。 通 过 
落 导 体 层 上 任意 有 向 曲线 7 的 电流 为 


i= | 7 (nx dl) (2.1.13) 


式 中 的 ma 为 注 导 体 层 的 法 向 单位 矢量 。 

3. 线 电流 

电荷 在 一 个 横 截面 积 可 以 忽略 的 细 线 中 做 定向 流动 所 形成 的 电流 称 为 线 电 
流 ,可 以 认为 电流 是 集中 在 细 导 线 的 轴线 上 。 长 度 元 dl 中 流 过 电流 1, 将 Idl 
称 为 电流 元 。 线 电流 也 是 电磁 理论 中 的 重要 概念 。 


2.1.3 电荷 守恒 定律 与 电流 连续 性 方程 


实验 表明 ,电荷 是 守恒 的 , 它 既 不 能 被 创造 ,也 不 能 被 消灭 ,只 只 能 从 物体 的 一 
部 分 转移 到 另 一 部 分 ,或 者 从 一 个 物体 转移 到 另 一 个 物体 。 也 就 是 说 ,在 一 个 与 
外 界 没有 电荷 交换 的 系统 内 , 正 、 负 电荷 的 代数 和 在 任何 物理 过 程 中 始终 保持 不 
变 , 这 就 是 电荷 守恒 定律 。 

根据 电荷 守恒 定律 ,单位 时 间 内 从 闭合 面 S 内 流出 的 电荷 量 应 等 于 闭合 面 
S 所 限定 的 体积 V 内 的 电 奏 减少 量 , 即 


人 这 
by dS qt ,pdV wv 
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此 即 电流 连续 性 方程 的 积分 形式 。 设 定 闭合 面 S 所 限定 的 体积 V 不 随时 间 变 
化 , 则 将 全 导数 写成 偏 导数 , 式 (2.1.14) 变 为 


9 、 
中 7 “dS 罗 3 (2.1.15) 
应 用 散 度 定理 ， 中 7 二 i@ V . JdV , 式 (2.1.15) 可 写 为 


| (7 -T+¥ jav=0 (2.1.16) 
V t 


因 闭 合 面 S 是 任意 取 的 ,因此 它 所 限定 的 体积 V 也 是 任意 的 。 故 从 式 
(2.1.16) ,得 


v .JTJ+ 防 =0 (2.1.17) 


此 式 称 为 电流 连续 性 方程 的 微分 形式 。 
当 研 究 恒定 电流 场 时 ,要 维持 电流 不 随时 间 改 变 , 就 要 求 电荷 在 空间 的 分 布 
也 不 随时 间 改 变 。 因 此 ,对 于 恒定 电流 场 必 然 有 


by.ds=0, V.J=0 (2.1.18) 


这 表明 从 任意 闭合 面 穿 出 的 恒定 电流 为 0 ,或 恒定 电流 场 是 一 个 无 散 度 的 场 。 


空间 位 置 固定 .电量 不 随时 间 变 化 的 电荷 产生 的 电场 , 称 为 静电 场 。 描 述 电 
场 竟 基本 物理 量 是 电场 强度 矢量 。 根 据 亥 姆 替 效 定理 ,静电 场 的 性 质 由 其 散 度 
和 旋 度 来 描述 。 在 这 一 节 中 ,首先 讨论 静电 场 的 基本 实验 定律 一 一 库仑 定律 ,在 
此 基础 上 导出 电场 强度 的 表达 式 ,进而 讨论 电场 强度 的 散 度 和 旋 度 。 


2.2.1 库仑 定律 ”电场 强度 


库仑 定律 是 关于 两 个 点 电荷 之 间作 用 力 的 定量 描述 , 它 以 “点 电荷 "模型 为 
基础 ,是 法 国 科学 家 库仑 通过 著名 的 “ 扭 释 实 验 "于 1785 年 总 结 出 来 的 ,其 数学 


d192 d192 
F ee ee 一 一 一 一 尺 92752. 
2 4neoR? 4neoR’ 4 1 


式 中 ,Fl 表示 点 电荷 gl 对 点 电 从 gz 的 作用 力 ,er 表示 由 qi 指向 gs 的 单位 矢 


中 入 和 1 
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量 ,R=eR= 六 -ri 如 图 2.2.1 所 示 。eos 工 x10-9x:8.85x10-2Fmm 称 
36r 


为 真空 (或 自由 空间 ) 的 介 电 常数 。Fiz 的 单位 是 N( 牛 )。 
若 真 空中 有 N 个 点 电荷 qt\92、 9N，, 分 别 位 于 r1、7r2、 erN, 则 位 于 r 
处 的 点 电荷 g 受到 的 作用 力 等 于 其 余 每 个 点 电荷 对 g 的 作用 力 的 又 加 ,表示 为 
F = -4 >) a (2.2.2) 


”4rsoE |r 


这 就 是 静电 力 的 又 加 原理 。 
实验 表明 ,任何 电荷 都 在 自己 周围 空间 产生 电场 ,而 电场 对 于 处 在 其 中 的 任 
何其 它 电荷 都 有 作用 力 。 


图 2.2.1 两 个 点 电荷 之 间 的 作用 力 图 2.2.2 点 电荷 的 电场 强度 


如 图 2.2.2 所 示 , 产 生 电场 的 源 是 点 电荷 9, 它 所 在 的 位 置 称 为 源 点 ,位 置 
矢量 是 r'; 取 试验 电荷 go, 它 所 在 的 位 置 称 为 场 点 ,位 置 矢量 是 r。 根 据 库仑 定 
律 ,qo 受到 的 作用 力 为 

F = 让 2 
可 见 , 此 作用 力 F 与 试验 电荷 go 的 比值 仅 与 产生 电场 的 源 电荷 9 以 及 试验 电 
荷 所 在 点 的 位 置 有 关 , 故 可 以 用 它 来 描述 电场 。 因 此 ,电场 强度 矢量 的 定义 为 
E= lm (2.2.4) 
式 中 取 go>0 的 极限 是 表明 试验 电荷 qo 应 为 电量 足够 小 的 点 电荷 ,以 使 其 引入 
不 会 扰动 源 电荷 9 的 电场 。 将 式 (2.2.3) 代 入 式 (2.2.4) , 即 得 到 点 电荷 的 电场 
强度 | 


F q gq rr 
E 和 R= 和 2:229 
se qo 4neoR’ 4reo Ir > i ( ) 


可 见 , 电 场 强度 E 是 一 个 矢量 函数 。 点 电荷 的 电场 强度 的 大 小 等 于 单位 正 电荷 
在 该 点 所 受 电场 力 的 大 小 ,其 方向 与 正 电 荷 在 该 点 所 受 电场 力 方向 一 致 。 电 场 
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强度 的 单位 是 V/m( 伏 / 米 )。 . 

对 于 由 NN 个 点 电荷 产生 的 电场 ,根据 电场 强度 与 点 电荷 量 成 正比 关系 ,可 
利用 又 加 原理 得 到 场 点 + 处 的 电场 强度 等 于 各 个 点 电荷 单独 产生 的 电场 强度 
的 矢量 和 , 即 


(r) re 二 > > i ri) (2.2.6) 


对 于 电荷 分 别 以 体 密度 、 面 密度 和 线 密 度 连续 分 布 的 带电 体 , 可 以 将 带电 体 
分 割 成 很 多 小 带电 单元 , 而 每 个 带电 单元 可 看 做 一 个 点 电荷 ,这 样 就 可 由 式 
(2.2.6) 计 算 电 场 强 度 。 

若 电 荷 按 体 密度 po(r) 分 布 在 体积 V 内 , 则 小 体积 元 AV; 所 带电 荷 量 Ag; 
= ol(r )AV’;。 根 据 式 (2.2.6), 场 点 + 的 电场 强度 为 


,> 人 (r 三 网 


E(r) 


-= 和 i 0. 


NS 


上 式 右 端 实际 上 是 定义 了 一 个 体积 分 , 故 上 式 可 写 为 


BE(r) = | se(r dv (2.2.7) 


4neo V Ir = | 
同样 可 导出 电荷 分 别 按 面 电荷 密度 ps (xr) 和 线 电荷 密度 p,(r) 连 续 分 布 时 , 场 
点 r 处 的 电场 强度 计算 公式 


二 六 5 5 

E(r) ee | Ir 有 5ps(7 )dS (2.2.8) 
1 rr a 

| 人 (2.2.9) 


例 2.2.1 计算 电 偶 极 子 的 电场 强度 。 

解 : 电 偶 极 子 是 相距 很 小 距离 4 的 两 个 等 值 异 号 的 点 电荷 组 成 的 电荷 系 
统 ,如 图 2.2.3 所 示 。 采 用 球 坐 标 系 ,使 电 偶 极 子 的 中 心 与 坐标 系 的 原点 O 重 
合 ,并 使 电 偶 极 子 轴 与 z 轴 重 合 。 场 点 P(r ,6， PO 
的 电场 强度 E ;和 g 产生 的 电场 强度 E- 
的 矢量 和 。 

在 球 坐 标 系 中 , 场 点 P(r ,0,$) 的 位 
置 撩 量 为 r = e,r ,两 个 点 电荷 的 位 置 和 撩 量 


zd / za 
分 别 为 r= 号 和 + _ = -等 ~。 根 据 式 
(2.2.6), 得 图 2.2.3 电 侦 极 子 
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E(r) = 一 人 


4rs0 3 


ri r2 g r— ed/2 r+t+edad/2 
r3 73 4neo\|r—ed/2|3 |r+ed/213 


在 电磁 理论 中 ,常常 感 兴趣 的 是 远离 电 偶 极 子 区 域内 ( 即 > 六 4) 的 场 。 此 时 


外 -If- 针 ( 汉 六 


2\ -3/2 a -3/2 
~ = ("redt 争 ) ~ (1 一 绎 ) 


r 


, -3/2 
将 上 式 中 的 (1- 人 应 用 二 项 式 公式 展开 ,并 忽略 所 有 包含 d/r 的 二 
次 方 和 高 次 方 项 , 则 有 


i | 3 
7 一 ez A 1 十 
同样 
Cs | -3 
rt+e.7 rr 1 2 r2 


这 样 , 当 > 之 4 时 ,点 P(r) 的 电场 强度 近似 为 


BE(r) 二 2 537 EE 0 | 


or7 六 
引入 电 侦 极 矩 P=e.P= ed , 则 上 式 变 为 “一 

so 
在 球 坐 标 系 中 

P= eP = P(e,cos 0 — eysin 0) 
则 

r.P= er P(e,cos0— egsin0) = rPcosb 
故 
Pol DO RR oR 
dn 


在 分 析 电 介质 的 极 化 时 , 电 偶 极 子 是 一 个 重要 概念 。 
例 2.2.2 计算 均匀 带电 的 环形 薄 圆 盘 轴 线 上 任意 点 的 电场 强度 。 
解 : 如 图 2.2.4 所 示 ,环形 薄 圆 盘 的 内 半径 为 a, 外 半径 为 5b, 电荷 面 密 度 为 
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图 2.2.4 均匀 带电 的 环形 薄 圆 盘 


ps。 在 环形 薄 圆 盘 上 取 面 积 元 dS ,用 圆柱 坐标 系 表示 为 4S = p dp dg ,其 位 
置 矢量 为 mr = ep , 它 所 带 的 电量 为 dg = psdS = pso do “dg ,而 薄 圆 盘 轴线 上 
的 场 点 P(0,0,z) 的 位 置 矢量 为 r= esz。 由 式 (2.2.8) ,得 


ps le ezZ 一 eEo0 7 2 2 
By | 0 (x2+ 2 和 


6 “do 2 6 A 2 
=7 | 并 4 5| df: -| 2 CO 元 | cdg | 
4reolJs (z* + 0o2)32J0 a (z+ pop°) Jo 


由 于 
27 人 2 工 
| esdg = | (ercos $ + eysin $ )d$ =0 
0 0 
27 
| dg = 2x 
0 
故 
NE A 经 | 一 Di 
se: 2 (x2 + oT) 280 (22+a2)122 (x2+ 万 五 


此 结果 表明 ,均匀 带电 环形 薄 圆 盘 轴线 上 任 一 点 P(0,0,z) 的 电场 强度 只 
有 轴 向 分 量 ,这 是 因为 对 于 轴线 上 的 场 点 P, 源 电荷 分 布 具 有 轴 对 称 性 ,因此 在 
P 点 一 侧 的 每 一 个 可 以 产生 电场 强度 径 向 分 量 的 电荷 元 ,总 是 在 另 一 侧 有 相对 
应 的 电荷 元 产生 的 电场 强度 径 向 分 量 与 它 相 抵消 , 故 点 已 处 没有 电场 强度 的 径 
向 分 量 。 


2.2.2 项 电场 的 散 度 与 旋 度 
亡 姆 赴 效 定理 指出 , 任 一 矢量 场 由 它 的 散 度 、 旋 度 和 边界 条 件 惟 一 地 确定 。 
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因此 ,要 确定 静电 场 , 需 先 讨论 它 的 散 度 和 旋 度 。 

1. 更 电场 的 散 度 和 高 斯 定理 

高 斯 定理 是 静电 场 的 基本 定理 , 它 是 平方 反比 定律 (库仑 定律 ) 的 必然 结果 。 
将 式 (2.2.7) 写 为 


E(r) = 和 |, 总 oav' 


4ne 


式 中 
R=r-r, R= |r-r 


利用 Y ( 训 )= - 基 , 可 将 E(7) 写 为 


E(r) =- | ,or v( 识 )av (2.2.10) 
对 式 (2.2.10) 两 边 取 散 度 ,得 


v .ED)=-- 让 | 区 对 jav 


利用 关系 式 V?[ 识 )= - 4r6(r 一 r), 上 式 变 为 
V.E(r) = 让 ， plr’ )5(r —r dV (2.2.11) 
再 利用 $ 函数 的 挑选 性 ,有 ee 


0， 积分 区 域 不 包含 ”~ = r 的 点 
| plr')d(r-r)dV = 
7 or) 积分 区 域 包 含 r~” = r 的 点 
则 由 式 (2.2.11) 得 . 
0， r 位 于 区 域 V 外 
V.E(r)= | 


上 0 二 答 于 区 小 和 内 


E0 
因 已 假设 电荷 分 布 在 区 域 V 内 , 故 可 将 上 式 写 为 


Vy.E=2 (2.2.12) 


0 


这 就 是 高 斯 定理 的 微分 形式 , 它 表明 空间 任意 一 点 电场 强度 的 散 度 与 该 处 的 电 
荷 密度 有 关 ,静电 荷 是 静电 场 的 通 量 源 。 电 荷 密度 为 正 , 称 为 发 散 源 ;电荷 密度 
为 负 , 称 为 汇聚 源 。 
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对 人 VE= 上 的 两 边 取 体 积分 , 则 有 
| v .Edv=| LgV 
V Vv ED0 


而 | vV.Edv=0E . dS , 故 得 
Vy 


bE :人 二 zeav (2.2.13) 

这 就 是 高 斯 定理 的 积分 形式 , 它 表 明 电 场 强 度 矢量 穿 过 闭合 曲面 S 的 通 量 等 于 
该 闭合 面 所 包围 的 总 电荷 与 so 之 比 。 

如 果 电 荷 分 布 有 一 定 的 对 称 性 , 则 可 利用 高 斯 定理 的 积分 形式 很 方便 地 计 
算 电 场 强度 。 

2. 静电 场 的 旋 度 

在 式 (2.2.10) 中 ,微分 算 符 V 是 对 场 点 坐标 r+ 求 导 , 与 源 点 坐标 x 无关 , 故 
. 可 将 算 符 V 从 积分 号 中 移出 , 即 


E(r)=-V [二 -| 和 av 


对 上 式 两 边 取 旋 度 , 即 


VxE(r)=-Vx v [| ,和 2av] 


上 式 右边 括号 内 是 一 个 连续 标量 函数 ,而 任何 一 个 标量 函数 的 梯度 再 求 旋 度 时 
恒 等 于 0, 故 上 式 右边 恒 为 0, 则 得 


VxE=0 . (2.2.14) 
”此 结果 表明 静电 场 是 无 旋 场 。 
将 式 (2.2.14) 对 任意 曲面 S 求 积分 ,并 利用 斯 托 克 斯 定理 | V x E45 = 
中 .dl ,得 
已 
PE.d = 0 (2.2.15) 


上 式 表明 ,在 静电 场 E 中 , 沿 任意 闭 合 路 径 C 的 积分 恒 等 于 0。 其 物理 含义 是 
将 单位 正 电 荷 沿 静 电场 中 的 任 一 个 闭合 路 径 移 动 一 周 ,电场 力 不 做 功 。 
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恒定 电流 产生 的 磁场 称 为 恒定 磁场 ,或 称 为 静 磁 场 。 描 述 磁 场 的 基本 物理 
量 是 磁感应 强度 矢量 。 根 据 刻 姆 霍 效 定理 ,恒定 磁场 的 性 质 由 其 散 度 和 旋 度 来 
描述 。 在 这 一 节 中 ,首先 讨论 恒定 磁场 的 基本 实验 定律 一 一 安培 定律 ,在 此 基础 
上 导出 磁感应 强度 的 表达 式 ,进而 讨论 磁感应 强度 的 散 度 和 旋 度 。 


2.3.1 安培 力 定 律 ”磁感应 强度 

1. 安培 力 定律 

实验 结果 表明 , 载 有 恒定 电流 的 两 个 回路 之 间 存 在 相互 作用 力 。 法 国 物理 
学 家 安培 通过 实验 于 1820 年 总 结 出 两 电流 回路 之 间 相 互 作用 力 的 规律 , 称 为 安 
` 培 力 定律 。 如 图 2.3.1 所 示 , 真 空中 的 静止 细 
导线 回路 C1 和 C,, 它 们 分 别 载 有 恒定 电流 
Ti 和 I, 安培 从 实验 结果 总 结 出 回路 C1 对 
回路 C2 的 作用 力 五 12 为 


1 Tdl, X 二 Xx er) 


下 12 = 


. 图 2.3.1 两 个 电流 
(2.3.1) 回路 间 的 相互 作用 力 


式 中 , we=4xzX10-” HAmmn( 享 / 米 ) 为 真空 的 磁 导 率 ; 电 流 元 T1dli 的 位 置 矢量 为 
r1, 电 流 元 1I2dl 的 位 置 矢量 为 ”:; 两 电流 元 之 间 的 距离 为 R ,表示 为 矢量 


R = erR a gy en i eR |r， 一 六 | 
即 
712 一 大 1 
及 三 -| 7 一 DO i 
| ra 11， R | r> —ri 


故 式 (2.3.1) 可 表示 为 
Ko rr Todl, x [Tdly x(r ~ ri1)] 
mek, | 


r2—ril’ 


(2.3.2) 


可 以 证 明 载 流 回路 C, 对 载 流 回路 Ci 的 作用 力 Fz = 一 Fj , 即 满足 牛顿 力 
学 的 第 三 定律 。 

2. 磁感应 强度 

按照 宏观 电磁 场 理论 的 观点 , 载 流 回路 Cl 对 载 流 回路 C; 的 作用 力 是 回路 
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Ci 的 磁场 对 回路 Cs 中 的 电流 的 作用 力 , 即 电流 有 h 在 其 周围 产生 磁场 ,这 个 磁 
场 对 的 作用 力 为 Fi2。 同 样 , Fz1 是 电流 1, 产生 的 磁场 对 Ti 的 作用 力 。 根 据 
这 一 观点 ,将 式 (2.3.2) 改 写 为 


tod | (2.3.3) 


Fi 一 中 pan xX 攻 
C2 6 


将 式 中 括号 内 的 被 积 函 数 视 为 电流 1 在 电流 元 12dls 所 在 点 产生 的 磁场 , 称 为 
磁感应 强度 ,表示 为 


| ra 一 rm]|; 


A0 Tidli xx(r 一 r) 
Sn ey Ira—ril? 
这 是 一 个 矢量 函数 , 它 与 回路 Ci 的 位 置 和 形状 以 及 电流 的 大 小 和 方向 有 关 。 
将 此 定义 应 用 到 任意 电流 回路 C, 回 路 上 任 一 电流 元 Id1 所 在 的 点 称 为 源 
点 ,其 位 置 矢量 用 /表示 ;需要 计算 磁感应 强度 B 的 点 称 为 场 点 ,其 位 置 矢 量 用 
x 表示 , 则 得 


(2.3.4) 


人 人 中 蔬 六 必 寺 人 7 (2.3.5) 


[一 天 
回路 C 上 的 任 一 电流 元 Id1 所 产生 的 磁感应 强度 可 表示 为 


Lo TId1 x (r—r) 
4r |r-rl’ 


dB(r) = 


(2.3.6) 


式 (2.3.6) 和 式 (2.3.5) 都 称 为 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 , 它 是 华 奥 、 萨 伐 尔 于 1820 年 
根据 闭合 回路 的 实验 结果 ,通过 理论 上 的 分 析 总 结 出 来 的 ,应 该 说 是 与 安培 力 定 
律 在 同一 时 期 各 自 独立 提出 来 的 。 

磁感应 强度 的 B 的 单位 是 工 ( 特 斯 拉 ) ,或 Wb/m?( 韦 伯 / 米 ?)。 

对 于 体 电流 密度 为 J(x') 的 体 分布 电 流 , 电 流 元 为 J(r)dw , 则 分 布 于 体 
积 V 内 的 体 电流 产生 的 磁感应 强度 为 


B(r) = | ey (2.3.7) 


4 | 一 产 | 


同样 ， 对 于 面 电流 密度 为 Js(r) 的 面 分 布 电流 ,电流 元 为 5 , 则 分 布 于 
曲面 S 上 的 面 电流 产生 的 磁感应 强度 为 


JS 
Be (2.3.8) 


磁感应 强度 B 是 描述 磁场 的 基本 物理 量 , 它 是 一 个 矢量 函数 。 式 (2.3.5)、 
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式 (2.3.7) 和 式 (2.3.8) 都 是 由 已 知 电流 分 布 计算 磁感应 强度 的 公式 ,它们 都 是 
矢量 积分 ,只 有 形状 较 简单 的 载 流体 才能 利用 这 些 公 式 得 到 解析 结果 。 

例 2.3.1 计算 线 电流 圆 环 轴线 上 任意 一 点 的 磁感应 强度 。 

解 : 设 圆 环 的 半径 为 a, 流 过 的 电流 为 1。 为 计算 方便 , 取 线 电流 圆 环 位 于 
zy 平面 上 , 则 所 求 场 点 为 P(0,0,z), 如 图 2.3.2 所 示 。 采 用 圆柱 坐标 系 , 圆 环 


图 2.3.2 线 电流 回环 轴线 上 的 磁感应 强度 B 
上 的 电流 元 为 1dl = eylad$8" ,其 位 置 矢量 为 r = ey ,而 场 点 P 的 位 置 矢量 为 7 
= esz, 故 得 
rr = er- ea, Ir-r|= (z+a)'? 
Idl’ x (r ~r’)= elad$’ X (ez - en) = elazd$ + esla’d$ 
由 式 (2.3.5) ,得 轴线 上 任 一 点 P(0,0,z) 的 磁感应 强度 为 


2 十 , Ia? 
上 区 37d$ 二 ez 2 
可 见 , 线 电流 圆 环 轴线 上 的 磁感应 强度 只 有 轴 疝 分 量 ,这 是 因为 圆 环 上 各 对 称 点 
处 的 电流 元 在 场 点 忆 产生 的 磁场 强度 的 径 向 分 量 相互 抵消 。 
在 圆 环 的 中 心 点 上 ,> = 0 ,磁感应 强度 最 大 , 即 


la 
ao) -学 


三 
B(0) = e。 Fo 
当场 点 了 远离 圆 环 , 即 > 之 时 , 因 (z+a) sz , 故 
A0TC 
B(z) = C2 2 23 


2.3.2 ”恒定 磁场 的 散 度 与 旋 度 
恒定 磁场 的 性 质 也 由 它 的 散 度 和 旋 度 确定 。 与 库仑 定律 是 静电 场 理 论 的 基 
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础 相同 , 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 是 恒定 磁场 的 理论 基础 。 下 面 直接 根据 毕 奥 -~ 萨 伐 
尔 定律 来 分 析 恒 定 磁场 的 散 度 和 旋 度 。 
1. 恒定 磁场 的 散 度 和 磁 通 连续 性 原理 


利用 -和 = ~ 信 ( 和 一), 将 式 (2.3.7) 改 写 为 


[一 六 | 
B(r) = 一 名 | J(7) x VT (2.3.9) 
再 利用 矢量 恒等式 V xX(uF)=V wxFt+u YXF, 上 式 可 写 为 
_ 如 jr) < 
B(r) 全 ,| x | 和 V xJ(r) lav 
又 因 算 符 “V ”是 对 场 点 坐标 进行 微分 ,而 J(r ) 仅 是 源 点 坐标 的 函数 , 故 有 YV x 
J(r )=0, 于 是 有 


B(D = 名， Vx TV = = vx 优 |， 上 dV 


(2.3.10) 
对 上 式 两 端 取 散 度 ， 由 于 对 任意 矢量 函数 下 有 “(V xx 万 )=0, 故 得 到 
V .Br)=0 (2.3.11) 


结果 表明 磁感应 强度 B 的 散 度 恒 为 0, 即 磁场 是 一 个 无 通 量 源 的 矢量 场 
利用 散 度 定理 | V .FdV = pF “ dS ,由 式 (2.3.11) ,得 


b Blr).ds=| V.B(r)dV =0 (2.3.12) 
3 VW 


此 结果 表明 , 穿 过 任意 闭合 面 的 磁感应 强度 的 通 量 等 于 0, 磁感应 线 (磁力 线 ) 是 
无 头 无 尾 的 闭合 线 。 将 式 (2.3.12) 称 为 磁 通 连续 人 性 原理 的 积分 形式 ,相应 地 将 
式 (2.3.11) 称 为 磁 通 连续 性 原理 的 微分 形式 。 磁 通 连续 性 原理 表明 自然 界 中 无 
孤立 磁 荷 存在 。 

2. 恒定 磁场 的 旋 度 和 安培 环 路 定理 “ 

对 式 (2.3.10) 两 端 取 旋 度 ,并 利用 矢量 恒等式 VXxVxXF=V(V:F)- 
V2?F, 得 


vxB(r) = 名 | VxVvVx 人 dV- 
EM -名 | Tr) vy (二 jav' 


| 
-名 | v- 
(2.3.13) 


应 用 ?| || ] = 4x3(r -一 ) 和 8 函数 的 挑选 性 ,上 式 右边 第 二 项 可 表示 为 
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各 | J(7”) v(t) = mm| Jr)8(r -rr |)dV’ = yof (r) 

(2.3.14) 

利用 恒等式 Vw. (Fl)=zxV .下 二 下，V wv (TT) = 
-和 十)( 见 例 1.3.1) 以 及 J(r )=0、V .J(r )=0, 可 得 到 
J(r) 1 ,,, 1 1 
| 


| 


-条 二 TY TY [| 
二 | Lr | z (2.3.15) 


将 式 (2.3.15) 代 入 式 (2.3.13) 右边 第 一 项 ,并 应 用 散 度 定理 ,得 
Ko J(r’) ,__ ho ,| J(r’) ， 
4 v|， os [ rlav 4x vv [三 jar 


E po J(r) 。 
= 天 v 中 从 TS = 0 (2.3.16) 
式 中 的 S 是 区 域 V 的 边界 面 。 由 于 电流 分 布 在 区 域 V 内 ,在 边界 面 S 上 ,电流 
没有 法 向 分 量 , 故 J(r’).dS =0。 

将 式 (2.3.14) 和 式 (2.3.16) 代 入 式 (2.3.13), 得 

V xB(r)= po (lr) (2.3.17) 

此 结果 表明 ,恒定 磁场 是 有 旋 场 ,恒定 电流 是 产生 恒定 磁场 的 旋涡 源 。 式 
(2.3.17) 称 为 安培 环 路 定理 的 微分 形式 。 

对 式 (2.3.17) 两 端 取 面积 分 


上 Ve BC po| T(r7) ee 
应 用 斯 托 克 斯 定理 | VxB(r):ds = 中 BCr) ' dl ,上 式 为 


中 B(r) .dl= pl (0 


此 结果 表明 ,更 磁场 的 磁感应 强度 在 任意 闭合 曲线 上 的 环 量 等 于 闭合 曲线 交 链 的 
恒定 电流 的 代数 和 与 we 的 乘积 。 式 (2.3.18) 称 为 安培 环 路 定理 的 积分 形式 。 
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物理 学 知识 告诉 我 们 ,任何 物质 都 是 由 分 别 带 正 电荷 (原子 核 ) 和 负电 荷 ( 电 
子 ) 的 粒子 组 成 的 ,这些 带电 粒子 之 间 存 在 相互 作用 力 。 当 物质 被 引入 电磁 场 中 
时 ,它们 将 和 电磁 场 产 生 相 互 作用 而 改变 其 状态 。 从 宏观 效应 看 ,物质 对 电磁 场 
的 响应 可 分 为 极 化 、 磁 化 和 传导 三 种 现象 。 不 同 物质 ,其 带电 粒子 之 间 的 相互 作 
用 力 往往 差异 很 大 。 导 体 中 , 带 正 电荷 的 原子 核 与 带 负 电荷 的 电子 间 的 相互 作 
用 力 很 小 ,即使 在 微弱 的 外 电场 作用 下 ,电子 也 会 发 生 定 向 和 运动。 在 这 里 ,传导 
是 主要 现象 。 电 介质 的 主要 特征 是 电子 和 原子 核 结合 得 相当 紧密 ,电子 被 原子 
核 紧 紧 地 束缚 住 ,相应 地 ,把 电介质 中 的 电荷 称 为 束缚 电荷 。 在 外 电场 作用 下 ， 
束缚 电荷 只 能 做 微小 位 移 ,在 这 里 , 极 化 是 主要 现象 。 研 究 物 质 的 磁场 特性 时 ， 
把 物质 称 为 磁 介 质 。 磁 介质 的 主要 特征 是 电子 的 轨道 运动 和 自 旋 形 成 小 环 电 
流 ,在 外 磁场 作用 下 ,这 些小 环 电流 的 取向 将 发 生变 化 。 磁 化 是 磁 介 质 中 的 主要 
现象 。 

本 节 将 简要 讨论 电介质 的 极 化 、 磁 介质 的 磁化 以 及 媒质 的 导电 性 。 


2.4.1 电介质 的 极 化 ”电位 移 矢 量 


1. 电介质 的 极 化 

在 讨论 物质 的 电 效应 时 ,将 物质 称 为 电介质 。 根 据 电介质 中 束缚 电荷 的 分 
布 特征 ,把 电介质 的 分 子 分 为 无 极 分 子 和 有 极 分 子 两 类 。 无 极 分 子 的 正 ` 负 电荷 
中 心 重合 ,因此 对 外 产生 的 合成 电场 为 0, 不 显示 电 特 性 。 有 极 分 子 的 正 ` 负 电 
荷 中 心 不 重 合 ,构成 一 个 电 偶 极 子 。 但 由 于 许 许多 多 电 偶 极 子 杂 乱 无 章 地 排列 ， 
使 得 合成 电 侦 极 矩 相抵 消 ,因而 对 外 产生 的 合成 电场 为 0, 即 不 显示 电 性 。 需 指 
出 的 是 ,此 处 引入 “电荷 中 心 ”的 概念 是 为 了 形象 地 说 明 电 介质 极 化 的 过 程 。 物 
质 分 子 中 的 正 、 负 电荷 并 不 集中 在 一 个 点 ,将 分 子 中 的 全 部 负电 和 荷 用 一 个 单独 的 
负电 和 荷 等 效 ,这 个 等 效 负 电荷 的 位 置 ,就 称 为 这 个 分 子 的 “负电 荷 中 心 ”。 同 样 ， 
该 分 子 中 的 正 电荷 也 可 定义 一 个 “ 正 电荷 中 心 ”。 

在 外 电场 的 作用 下 ,无 极 分 子 中 的 正 电 荷 沿 电场 方向 移动 ,负电 荷 逆 电 场 方 
向 移动 ,导致 正 负 电荷 中 心 不 再 重合 形成 许多 排列 方向 与 外 电场 大 体 一 致 的 电 
偶 极 子 ,它们 对 外 产生 的 电场 不 再 为 0。 对 于 有 极 分 子 , 它 的 每 个 电 偶 极 子 在 外 
电场 的 作用 下 要 产生 转动 ,最终 使 每 个 电 偶 极 子 的 排列 方向 大 体 与 外 电场 方向 
一 致 , 它们 对 外 产生 的 电场 也 不 再 为 0。 这 种 电介质 中 的 束缚 电荷 在 外 电场 作 
用 下 发 生 位 移 的 现象 , 称 为 电介质 的 极 化 ,束缚 电荷 也 称 为 极 化 电荷 。 电 介质 极 
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化 的 结果 是 电介质 内 部 出 现 许 许多 多 顺 着 外 电场 方向 排列 的 电 偶 极 子 , 这 些 电 
偶 极 子 产 生 的 电场 将 改变 原来 的 电场 分 布 。 也 就 是 说 ,电介质 对 电场 的 影响 可 
归结 为 极 化 电荷 产生 的 附加 电场 的 影响 。 因 此 ,电介质 内 的 电场 强度 E 可 视 为 
自由 电荷 产生 的 外 电场 五 , 与 极 化 电荷 产生 的 附加 电场 E' 的 准 加 , 即 
E= Es +E (2.4.1) 
为 了 分 析 计 算 极 化 电荷 产生 的 附加 电场 EE , 需 了 解 电介质 的 极 化 特性 。 不 
同 的 电介质 的 极 北 程度 是 不 一 样 的 ,引入 极 化 强度 来 描述 电介质 的 极 化 程度 。 
将 单位 体积 中 的 电 偶 极 矩 的 矢量 和 称 为 极 化 强度 ,表示 为 
维 
P = lim A (2.4.2) 
式 中 的 p, = gid; 为 体积 AY 中 第 i 个 分 子 的 平均 电 矩 。 忆 是 一 个 宏观 矢量 函 
数 。 若 电介质 的 某 区 域内 各 点 的 P 相同 , 则 称 该 区 域 是 均匀 极 化 的 ,否则 就 是 
非 均 负极 化 的 。 
对 于 线性 和 各 向 同性 电介质 ,其 极 化 强度 与 电介质 中 的 合成 电场 强度 
成 正比 ,表示 为 
P(r) = y.eoE(r) GG 
式 中 X。 称 为 电介质 的 电极 化 这 ,是 一 个 正 实 数 。 
现在 来 找 出 极 化 电荷 与 极 化 强度 的 关系 。 图 2.4.1(a) 表 示 一 块 极 化 电介质 
模型 ,每 个 分 子 用 一 个 电 偶 极 子 表 示 , 它 的 电 偶 极 矩 等 于 该 分 子 的 平均 电 偶 极 矩 。 


E 
(a) 极 化 电荷 的 排列 (b) 求 闭合 面 8 包围 的 极 化 电荷 


图 2.4.1 电介质 的 极 化 模型 


在 均匀 极 化 的 状态 下 ,闭合 面 S 内 的 电 偶 极 子 的 净 极 化 电荷 为 0, 不 会 出 现 极 
化 电荷 的 体 密度 分 布 。 对 于 非 均 匀 极 化 状态 ,电介质 内 部 的 净 极 化 电荷 就 不 为 0。 
但 在 电介质 的 表面 上 ,无论 是 均匀 极 化 ,还 是 非 均匀 极 化 ,表面 上 总 是 要 出 现 面 密 
度 分 布 的 极 化 电荷 。 图 2.4.1(a) 表 示 电 介质 左 表面 上 有 负 的 极 化 电荷 , 右 表 面 上 
有 正 的 极 化 电荷 。 

为 求 得 极 化 电荷 与 极 化 强度 的 关系 式 ,在 电介质 中 的 任意 闭合 曲面 S 上 取 一 
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个 面积 元 dS ,其 法 向 单位 矢量 为 e, 并 近似 认为 4S 上 的 P 不 变 。 在 电介质 极 化 
时 , 设 每 个 分 子 的 正 、 负 电荷 的 平均 相对 位 移 为 4, 则 分 子 电 偶 极 矩 为 = gd, a 由 
负电 荷 指向 正 电荷 。 以 dS 为 底 、d 为 斜 高 构成 一 个 体积 元 AV = dS$…d, 如 图 
2.4.1(b) 所 示 。 显 然 , 只 有 电 侦 极 子 中 心 在 AV 内 的 分 子 的 正 电 荷 才 穿 出 面积 元 
dS$。 设 电介质 单位 体积 中 的 分 子 数 为 N, 则 穿 出 面积 元 dS 的 正 电 荷 为 

Nad .dS=P.dS$S=P.e,ds (2.4.4) 
因此 ,从 闭合 面 S 穿 出 的 正 电荷 为 P. dS。 与 之 对 应 , 留 在 闭合 面 S 内 的 极 


化 电荷 量 为 
-中 P.as=-| V .Pdy (2.4.5) 
Ss Vv 


ee si tn A V .PdV 。 因 闭合 面 $ 是 任意 取 的 , 故 S 


限定 的 体积 V 内 的 极 化 电荷 体 密度 应 
op = 一 YY .了 (2.4.6) 


为 了 计算 电介质 表面 上 出 现 的 极 化 电荷 面 密 度 ,可 在 电介质 内 紧 贴 表面 取 
-一 个 闭合 面 , 从 该 闭合 面 穿 出 的 极 化 电荷 就 是 电介质 表面 上 的 极 化 电荷 。 由 式 
(2.4.4) 可 知 , 从 面积 元 dS 穿 过 的 极 化 电荷 量 是 P .esdS , 故 电介质 表面 上 的 极 
化 电荷 面 密度 为 

pse = P:e (2.4.7) 

2. 电位 移 矢量 和 电介质 中 的 高 斯 定律 

前 面 已 提 到 ,电介质 在 外 电场 作用 下 发 生 的 极 化 现象 归结 为 电介质 内 出 现 
极 化 电荷 。 电 介质 内 的 电场 可 视 为 自由 电荷 和 极 化 电荷 在 真空 人 
全 加 , 即 E= Eo+E 。 将 真空 中 的 高 斯 定律 推广 到 电介质 中 ,和 


V EB(r) = 生生 (2.4.8) 


即 极 化 电荷 pp 也 是 产生 电场 的 通 量 源 。 将 式 (2.4.6) 代 入 式 (2.4.8) 中 ,得 
‘“ [eoE(r)+ P(r)]=p (2.4.9) 
可 见 ， 矢量 [euB(r)+ P(r)] 的 散 度 仅 与 自由 电荷 体 密度 op 有 关 。 把 这 一 矢量 
称 为 电位 移 矢 量 ,表示 为 
D(r) = eoE(r)+P(r) (2.4.10) 


这 样 , 式 (2.4.9) 变 为 
V.D(r)=p (2.4.11) 


2.4 媒质 的 电磁 特性 53 


这 就 是 电介质 中 高 斯 定律 的 微分 形式 。 它 表明 电介质 内 任 一 点 的 电位 移 矢 量 的 
散 度 等 于 该 点 的 自由 电荷 体 密度 , 即 D 的 通 量 源 是 自由 电荷 ,电位 移 线 从 正 的 
自由 电荷 出 发 而 终止 于 负 的 自由 电荷 。 

对 式 (2.4.11) 两 端 取 体 积分 并 应 用 散 度 定理 ,得 


中 D:as=| odV 
3 V 


中 D .ds = 8 (2.4.12) 
S 


这 就 是 电介质 中 高 斯 定律 的 积分 形式 。 它 表明 电位 移 矢 量 穿 过 任 一 闭合 面 的 通 
量 等 于 该 闭合 面 内 的 自由 电荷 的 代数 和 。 由 此 式 还 可 以 看 出 电位 移 矢 量 DD 的 
单位 是 CMm (库仑 / 米 * )。 

3. 电介质 的 本 构 关系 

对 于 所 有 电介质 , 式 (2.4.10) 都 是 成 立 的 。 若 是 线性 和 各 向 同性 的 电介质 ， 
将 式 (2.4.3) 代 入 式 (2.4.10) ,得 


Oe 0 
=e.eoE(r) = eE(r) (2.4.13) 
式 中 的 。= eve, 称 为 电介质 的 介 电 常 数 ,单位 为 F/m( 法 拉 / 米 )。e,=1+ x. 称 
为 电介质 的 相对 介 电 常数 ,无量 纲 。 表 2.4.1 列 出 部 分 电介质 的 相对 介 电 常数 


的 近似 值 。 
表 2.4.1 部 分 电介质 的 相对 介 电 常数 


电 介 质 Er 电 介 质 er 
空气 1.000 6 尼龙 (固态 ) 3.8 
聚 葵 乙 烯 泡沫 塑料 1.03 石英 5 
干燥 木头 2~4 胶木 5 
石蜡 2 ”，” 铝 玻 璃 - 6 
胶合 板 2 云母 6 
聚 乙烯 2.26 氯 丁 橡胶 7 
聚 葵 乙烯 2.6 大 理 石 8 
PVC 2.7 硅 12 
政 珀 3 酒精 25 
橡胶 3 甘油 50 
纸 3 蒸馏 水 . 81 

有 机 玻璃 3.4 二 氧化 钦 89 一 173 
于 燥 沙 质 土壤 3.4 铁 酸 钢 - 1 200 
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式 (2.4.13) 称 为 线性 和 各 向 同性 电介质 的 本 构 关 系 。 此 关系 方程 表明 ,在 
线性 和 各 向 同性 电介质 中 ,D 和 巨 的 方向 相同 ,大 小 成 正比 。 
顺便 指出 ,前 面 所 说 的 均匀 电介质 ,是 指 其 介 电 常数 。 处 处 相等 ,不 是 空间 
坐标 的 函数 ;车 是非 均匀 电介质 , 则 e 是 空间 坐标 的 标量 函数 。 线 性 电介质 是 指 
s 与 五 的 大 小 无 关 ;反之 , 则 是 非 线性 电介质 。 各 向 同性 电介质 ,是 指 。 与 EE 的 
方向 无 关 ,e 是 标量 , D 和 EE 的 方向 相同 。 另 有 一 类 电介质 称 为 各 向 异性 电 介 


质 ,在 这 类 电介质 中 ,D 和 五 的 方向 不 同 , 介 电 常数 。 是 一 个 张 量 ,表示 为 e。 


这 时 ,D 和 五 的 关系 式 可 写 为 


也 - Ezz Ery Ezz 
D= e.E, ID,|= ley em Ey 
D., Exzz Ezy Ezz 


在 本 书 的 第 5 章 将 简要 讨论 电磁 波 在 各 向 异性 媒质 中 的 传播 特性 。 


BE"| 


(2.4.14) 


例 2.4.1 半径 为 a 的 球形 区 域内 充满 分 布 不 均匀 的 体 密度 电荷 , 设 其 体 


密度 为 p(r)。 若 已 知 电场 分 布 为 
Us ra 
E= 
e(a s+ Aa4)r 2 r>a 
式 中 的 A 为 常数 , 试 求 电荷 体 密度 p(r)。 
解 : 由 高 斯 定律 的 微分 形式 .D(r)=o(r), 得 
or) = eoYV *. E(r) 
对 于 本 题 所 给 定 的 五 ,将 Y .下 (r) 在 球 坐 标 系 中 展开 ,得 
P(r) = so G(r2E,) 


在 ra 的 区 域内 


or) = so [rr + Ar’)] = eo(5r? + 4Ar) 
r 


在 >>a 的 区 域内 


rd Ee 上 
pl(r)= eo 了 rl (a + Aa’)r “]=0 


可 见 , 体 密度 电荷 只 分 布 在 + =& 的 球形 区 域内 , 球 外 无 电荷 分 布 。 


例 2.4.2 半径 为 a。、 介 电 常数 为 。 的 球形 电介质 内 的 极 化 强度 为 P= 
e, 和 , 式 中 的 为 常数 。(1) 计算 极 化 电荷 体 密度 和 面 密度 ;(2) 计算 电介质 球 
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内 自由 电荷 体 密度 。 | 
解 : (1) 电介质 球 内 的 极 化 电荷 体 密度 为 
1 d,,， 1 df ,k k 
a he ek sab > 7 
在 r=a 处 的 极 化 电荷 面 密度 为 
pp = Pe,= et.e, Se 


(2) 因 DD=esE+P, 故 
ViD=V.(0oB+P)=e VE+V.P=evV. D+v.P 
即 
(1- 名 |v .p= V .也 
| e 
而 V'D=p, 故 电介质 球 内 的 自由 电荷 体 密度 为 


o=V.D= < VvV.PpP-= 


< 一 60 E 一 ESE0 7 


2.4.2 磁 介 质 的 磁化 ”磁场 强度 


1. 磁 介 质 的 磁化 
研究 物质 的 磁 效 应 时 ,将 物质 称 为 磁 介 质 。 在 物理 学 中 ,通常 用 一 个 简单 的 
原子 模型 来 解释 物质 的 磁性 。 电 子 在 自己 的 轨道 上 以 恒定 速度 绕 原 子 核 运动 ， 
形成 一 个 环形 电流 , 它 相当 于 一 个 磁 偶 极 子 ,将 其 磁 偶 极 矩 称 为 轨道 磁 矩 。 另 
外 ,电子 和 原子 核 本 身 还 要 自 旋 ,这 种 自 旋 形成 的 电流 也 相当 于 一 个 磁 偶 极 子 ， 
将 其 磁 偶 极 矩 称 为 自 旋 磁 矩 。 通 常 可 以 忽略 原子 的 自 旋 , 每 个 磁 介 质 分 子 (或 原 
子 ) 等 效 于 一 个 环形 电流 , 称 为 分 子 电流 (束缚 电流 ) 。 分 子 电流 的 磁 偶 极 矩 称 为 
分 子 磁 矩 , 表 示 为 
pm = iAS (2.4.15) 
式 中 ,i 为 分 子 电流 ;AS = e,AS 为 分 子 电流 所 围 的 面积 元 矢 
量 , 其 方向 与 i 流动 的 方向 成 右手 螺旋 关系 ,如 图 2.4.2 所 示 。 
不 存在 外 磁场 时 , 磁 介 质 中 的 各 个 分 子 磁 矩 的 取向 是 杂 ， 
乱 无 章 的 ,其 合成 磁 矩 几乎 为 0, 即 yp。= 0 ,对 外 不 显 磁 
性 ,如 图 2.4.3(a) 所 示 。 当 有 外 磁场 作用 时 ,分子 磁 矩 沿 外 磁 


图 2.4.2 
场 取向 ,其 合成 磁 矩 不 为 0, 即 > ,pu 天 0 ,对 外 显示 磁性 ,这 分 子 电流 模型 


56 第 2 章 电磁场 的 基本 规律 


就 是 磁 介 质 的 磁化 ,如 图 2.4.3(b) 所 示 。 


(a) 合成 磁 矩 为 零 (b) 存在 外 磁场 时 ， 合 成 磁 矩 不 为 夫 


图 2.4.3 磁 介 质 的 磁化 模型 

将 以 上 讨论 归纳 一 下 可 看 出 , 磁 介质 与 磁场 的 相互 作用 表现 在 两 个 方面 。 
其 一 ,外 加 磁场 使 磁 介 质 中 的 分 子 磁 矩 沿 外 磁场 取向 , 磁 介 质 被 磁化 ;其 二 ,被 磁 
化 的 磁 介 质 要 产生 附加 磁场 ,从 而 使 原来 的 磁场 分 布 发 生变 化 。 

如 同 将 电介质 中 的 电场 强度 E 看 做 是 在 真空 中 自由 电荷 产生 的 电场 强度 
E。 和 极 化 电荷 产生 的 电场 强度 E 的 全 加 那样 , 磁 介质 中 的 磁感应 强度 B 也 可 
看 做 是 在 真空 中 传导 电流 产生 的 磁感应 强度 B, 和 磁化 电流 产生 的 磁感应 强度 
B 的 全 加 , 即 

B= B+B 

引入 磁化 强度 M ,用 它 来 描述 磁 介质 磁化 的 程度 。 把 单位 体积 中 的 分 子 磁 

， 撼 的 矢量 和 称 为 磁化 强度 ,表示 为 


>yp mi 


Mo A 


(2.4.16) 
式 中 的 pw; 表示 体积 AV 内 第 i 个 分 子 的 磁 矩 。M 是 一 个 宏观 的 矢量 点 函数 ， 
它 的 单位 是 AMm( 安 培 / 米 )。 若 磁 介质 的 某 区 域内 各 点 的 M 相同 , 称 之 为 均匀 
磁化 ,否则 称 为 非 均匀 磁化 。 

磁 介 质 被 磁化 后 ,其 内 部 和 表面 可 能 出 现 宏 观 电 流 分 布 , 这 就 是 磁化 电流 。 
正如 电介质 被 极 化 后 的 极 化 电荷 与 极 化 强度 密切 相关 那样 , 磁 介 质 的 磁化 电流 
也 和 磁化 强度 密切 相关 。 下 面 就 来 讨论 这 种 关系 。 

在 磁 介质 中 任意 取 一 个 由 边界 回路 C 限定 的 曲面 S ,使 S 面 的 法 线 方向 与 
回路 C 的 绕 行 方向 构成 右手 螺旋 关系 ,如 图 2.4.4(a) 所 示 。 现 在 来 计算 穿 过 曲 
面 S 的 磁化 电流 Iw; 显 然 , 只 有 那些 环绕 周 界 曲线 C 的 分 子 电 流 才 对 磁化 电流 
Jw 有 贡献 。 这 是 因为 其 余 的 分 子 电流 或 者 不 穿 过 曲面 S ,或 者 是 与 曲面 S 沿 相 
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反方 向 穿越 两 次 而 使 其 作用 相抵 消 。 为 了 求 得 Tw 与 M 的 关系 ,在 周 界 曲线 C 

上 取 长 度 元 dl, 其 方向 与 分 子 磁 矩 pw 的 方向 成 9 角 。 以 分 子 电流 环 面 积 AS 

为 底 、dl 为 斜 高 作 一 个 圆柱 体 ,如 图 2.4.4(b) 所 示 。 此 时 只 有 分 子 电流 中 心 在 

圆柱 体内 的 分 子 电流 才 对 此 圆柱 体内 的 磁化 电流 有 贡献 。 设 磁 介 质 单位 体积 中 

的 分 子 数 为 N ,每 个 分 子 的 磁 矩 为 p= ;AS , 则 与 长 度 元 dl 交 链 的 磁化 电流 为 
dImw = NiAS .dl = Np :dl = M .dl 


穿 过 整个 曲面 S 的 磁化 电流 为 


m= 中 dm= 中 :dl=| vxM.ds (2.4.17) 
C C S 


式 中 应 用 了 矢量 分 析 中 的 斯 托 克 斯 定理 | V x F.ds = 中 Fdl。 


Pm 


人) 环绕 曲线 C 的 分 子 电流 、 (b) 周 界 曲线 C 上 的 圆柱 形体 积 元 


图 2.4.4 穿 过 S 面 的 磁化 电流 Tv 与 磁化 强度 的 关系 
将 磁化 电流 Tir 表示 为 磁化 电流 密度 Jw 的 积分 , 即 


Ix = |m “dS (2.4.18) 

比较 式 (2.4.17) 和 式 (2.4.18) ,得 
Ju=VxM (2.4.19) 
这 就 是 磁 介 质 内 磁化 电流 体 密度 与 磁化 强度 的 关系 式 , 可 用 来 计算 磁 介 质 内 部 


的 磁化 电流 分 布 。 | 

为 了 求 得 磁 介 质 表面 上 的 磁化 电流 面 密 度 , 在 磁 介 质 内 紧 贴 表面 取 一 长 度 
元 dl= ed ,此 处 的 et 表示 磁 介 质 表 面 的 切 向 单位 矢量 。 与 此 长 度 元 交 链 的 磁 
化 电流 为 dIm = Mdl= Mo'edl, 故 磁化 电流 面 密度 为 Jsy = Mi, 式 中 的 M1 是 
磁化 强度 矢量 M 的 切 向 分 量 ,磁化 电流 面 密 度 可 表示 为 
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Jsm = MXen (2.4.20) 


式 中 的 e, 为 磁 介 质 表面 的 法 向 单位 矢量 。 
2. 磁场 强度 和 磁 介 质 中 的 安培 环 路 定理 
前 面 分 析 了 磁 介 质 的 磁化 以 及 磁化 后 的 磁 介 质 产生 的 宏观 磁 效 应 这 两 个 方 
面 的 问题 ,磁化 电流 就 是 把 这 两 个 方面 的 问题 联系 起 来 的 物理 量 。 因 此 ,在 无 界 
的 磁 介 质 内 的 磁场 相当 于 传导 电流 和 磁化 电流 Tv 在 无 界 的 真空 中 产生 的 磁 
场 的 亚 加 。 将 真空 中 的 安培 环 路 定理 推广 到 磁 介 质 中 ,得 
VxB= po(J +Jr) (2.4.21) 


即 考虑 磁化 电流 也 是 产生 磁场 的 流 涡 源 。 将 式 (2.4.19) 代 入 式 (2.4.21) ,可 得 


Vx —- M(r)|=J (2.4.22) 


B(r) 
HK0 
引入 包含 磁化 效应 的 物理 量 一 一 磁场 强度 吾 , 即 令 


H=B_m (2.4.23) 
[0 


磁场 强度 的 单位 为 A/m( 安 培 / 米 )。 则 式 (2.4.22) 变 为 


Vv x H(r)=J (2.4.24) 
这 是 安培 环 路 定理 的 微分 形式 , 它 表 明 磁 介质 内 某 点 的 磁场 强度 百 的 旋 度 等 于 
该 点 的 传导 电流 密度 。 
对 式 (2.4.24) 取 面积 分 并 应 用 斯 托 克 斯 定理 
中 HC) “dl= |J(r) .ds=1 (2.4.25) 
C Ss 


这 是 磁 介 质 中 的 安培 环 路 定理 的 积分 形式 , 它 表 明 磁 场 强 度 沿 磁 介 质 内 任意 闭 
合 路 径 的 环 量 ,等 于 与 该 闭合 路 径 交 链 的 传导 电流 。 
3. 磁 介 质 的 本 构 关 系 
对 所 有 的 磁 介 质 , 式 (2.4.23) 都 是 成 立 的 。 实 验 表明 ,对 于 线性 和 各 向 同性 
磁 介 质 ,磁化 强度 M 与 磁场 强度 H 成 正比 ,表示 为 
M = xanH (2.4.26) 


式 中 的 x 称 为 磁 介 质 的 磁化 率 ,是 一 个 无 量 纲 的 常数 ,不 同 的 磁 介 质 有 不 同 的 


”将 式 (2.4.26) 代 入 式 (2.4.23), 得 也 = 一 ya 耳 ; 即 


B= (1+ xnLoH = ppoH = pH (2.4.27) 
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此 式 称 为 各 向 同性 磁 介质 的 本 构 关系 。 式 中 ,y= jyo 称 为 磁 介 质 的 磁 导 率 ， 
单位 为 H/m( 享 利 / 米 );y,= (1+ Xn) 称 为 磁 介质 的 相对 磁 导 率 , 无 量 纲 。 真 空 
中 xm=0、i=1, 无 磁化 效应 ,M =0,B= yoH。 

yam>0 的 磁 介 质 称 为 顺 磁体 ,此 时 jy,>1; x。<0 的 磁 介 质 称 为 抗 磁 体 ,此 
时 ,<1。 但 无 论 是 顺 磁体 ,还 是 抗 磁体 ,它们 的 磁化 效应 都 很 弱 , 通 常 都 将 其 
统称 为 非 铁 磁性 物质 ,认为 u, 途 1。 另 有 一 类 磁 介质 称 为 铁 磁性 物质 ,B 和 五 的 
关系 是 非 线 性 的 ,w 是 再 的 函数 , 且 与 原始 的 磁化 状态 有 关 。w, 值 可 达 几 百 . 几 
千 , 甚 至 更 大 。 表 2.4.2 列 出 部 分 材料 的 相对 磁 导 率 的 近似 值 。 

. 表 2.4.2 部 分 材料 的 相对 磁 导 率 


材料 种 类 Ar 材料 种 类 Ar 
锐 抗 磁体 0.999 83 2 一 81 坡 莫 合 金 | 铁 磁 体 130 
金 抗 磁体 0.999 96 钻 铁 磁体 250 
银 抗 磁体 0.999 98 镍 铁 磁体 600 
铜 抗 磁体 0.999 99 鳃 锌 铁 氧 体 铁 磁体 1 500 
水 ” 抗 磁体 0.999 99 低 碳 钢 铁 磁 体 2 000 
空气 顺 磁 体 1.000 000 4 坡 莫 合 金 45 铁 磁 体 2 500 
铝 顺 磁体 1.000 021 纯 铁 铁 磁 体 4.000 
馈 顺 磁体 1.000 82 铁 镍 合金 ” .| 铁 磁 体 100 000 


对 于 各 向 异性 磁 介质 ,y 是 张 量 , 表 示 为 了 。 此 时 B 和 五 的 关系 式 可 写 为 


B, i es Re TE 
B= Zz.H, By|= py py pye | | Hy (2.4.28) 
B, Hzr Hzy Hzz H; 


在 本 书 的 第 5 章 将 简要 讨论 电磁 波 在 各 向 异性 磁 介 质 中 的 传播 特性 。 
例 2.4.3 半径 -=a 的 球形 磁 介 质 的 磁化 强度 为 M = e-(Az + 时), 如 图 
2.4.5 所 示 。 式 中 的 A、B 为 常数 , 求 磁化 电流 密度 。 
解 : 磁化 电流 体 密度 为 
Ju =VYxM 


三 a e(Az* + B)=0 
“=4a 处 的 磁化 电流 面 密度 为 


J sm = Mx A | 图 2.4.5 球形 磁 
式 中 的 e,= er。 在 球面 上 任 一 点 ,有 z= acos 0 ,而 直角 介质 的 磁化 强度 
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坐标 系 中 的 单位 矢量 e, 换 成 球 坐 标 系 中 的 单位 矢量 表示 为 
e- = ercos 0 — eosin 0 
所 以 题目 所 给 的 磁化 强度 换 成 球 坐 标 系 表示 为 
M = (e,cos 0 — epsin 0)(Aa’cos0 + B) 
故 
Jswy = (e,cos 0 — egsin 0)(Aa’cos*: 6 + B)xe, 
二 eg(Aa2cos? 0+ B)sin0 
例 2.4.4 ”内 、 外 半径 分 别 为 pw = a 和 p=6 的 圆 简 形 磁 介质 中 , 沿 轴 向 
有 电流 密度 为 J= e,Jo 的 传导 电流 ,如 图 2.4.6 所 示 。 设 磁 介 质 的 磁 导 率 为 y， 
求 磁 化 电流 分 布 。 
解 : 设 贺 简 形 磁 介质 为 无 限 长 , 则 其 磁场 分 布 具有 轴 对 
称 性 ,可 利用 安培 环 路 定理 求 各 个 区 域内 由 传导 电流 J 产生 


的 磁场 分 布 。 
在 po<a 的 区 域 ,根据 式 (2.4.25), 得 


2nxpHig = 0 
故 Hi=0, B=0 
在 a<p<5b， 的 区 域 ,得 
2xoHzs = Jor(o2 - a’) 


图 2.4.6 
改 圆 简 形 磁 介质 


J 
H, = esH2s = ef 76 CP -a°) 


B, = xH, = lp? 汪汪 
2nxoH3s = Jor(b? — a’) 
故 


4 
Ha = esHas = el py — a’) 


Koo 2 二 2 


如 3 = yoH;, = ey 


磁 介 质 的 磁化 强度 
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M= Bn (ki) = op 0) 
(a<po< 565) 
则 磁 介质 贺 简 内 的 磁化 电流 密度 为 
ep pes 6: 
Ju=VxM= 上 元 元 闫 |= 5 (pM) = “人 
M, pM M, 


在 磁 介 质 圆 简 内 表面 c= a 上 ， 


a 4 区 ££ Ko 
Jsum = Mxe,= MXxX(-e,)|,..= e。 50 oa -ae )=0 


在 磁 介 质 圆 简 外 表面 co=2 上 ， 


和 a ey ££ Ko 2 
Jsu = MXe,= MXxe,|,-,=-e. op yo 人 — a2) 


2.4.3 媒质 的 传导 特性 


导电 媒质 内 部 有 许 许多 多 能 自由 运动 的 带电 粒子 (自由 电子 或 正 ` 负 粒子 )， 
它们 在 外 电场 的 作用 下 可 以 做 宏观 定向 运动 而 形成 电流 。 

对 于 线性 和 各 向 同性 的 导电 媒质 ,媒质 内 任意 一 点 的 电流 密度 矢量 J 和 电 
场 强度 五 成 正比 ,表示 为 

JJ] = co (2.4.29) 

这 就 是 欧姆 定律 的 微分 形式 。 式 中 的 比例 系数 o 称 为 媒质 的 电导 率 ,单位 是 
S/m( 西 门 子 / 米 )。 电 导 率 o 的 值 与 媒质 构成 有 关 , 表 2.4.3 列 出 部 分 材料 的 电 
导 率 。 欧 姆 定律 是 对 某 些 材料 电 特 性 的 表述 ,满足 式 (2.4.29) 的 材料 称 为 欧姆 
材料 。 

另外 , 设 在 导电 媒质 中 ; 体 密 度 为 p 的 电荷 在 电场 力 的 作用 下 以 平均 速度 vw 
运动 , 则 作用 于 体积 元 dV 内 的 电荷 的 电场 力 为 dF = pdVE。 疮 在 dt 时 间 内 ， 
电荷 的 移动 距离 为 dl, 则 电场 力 所 做 的 功 为 

dW = dF.dl= pdVE. vd:t = 了 EdVdi 
式 中 的 J= ov。 故 电场 对 体积 元 dV 提供 的 功率 为 
dW 


dp = 7 = J EdV 
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则 电场 对 单位 体积 提供 的 功率 为 


关 = 骆 = 了 . (2.4.30) 
电场 提供 的 功率 以 热 的 形式 作为 焦耳 热 消 耗 在 导电 媒质 的 电阻 上 。 式 (2.4.30) 
称 为 焦耳 定律 的 微分 形式 。 
表 2.4.3 ”部 分 材料 的 相对 电导 率 
材料 电导 率 /(S/m) 材料 电导 率 作 S/m) 
海水 4 铝 5x105 
铁 氧 体 10? 锡 9X106 
硅 2.6X10; 黄 铀 1.46 Xx 107 
石墨 105 锌 1.7X107 
铸铁 105 钨 1.8x107 
1.04X105 铝 3.53x10’ 
不 锈 钢 105 金 4.1X107 
康 铜 2.04X105 铜 5.8x107 
硅钢 2X105 银 6.2X 107 
整个 体积 V 中 的 导电 媒质 消耗 的 功率 为 
P= | pav = | 了 EdV (2.4.31) 


此 即 称 为 焦耳 定律 的 积分 形式 。 
对 于 线性 和 各 向 同性 的 导体 ,J 和 EE 的 关系 满足 式 (2.4.29) , 则 式 (2.4.30) 
利 式 (2.4.31) 可 分 别 表示 为 


p=0oE:.E= oF (2.4.32) 
P= | ocE’dV (2.4.33) 


至 此 ,讨论 了 媒质 的 极 化 特性 、 磁 化 特性 和 导电 特性 ,它们 分 别 用 介 电 常数 
< . 磁 导 率 / 和 电导 率 c 来 描述 。 


前 面 讨论 了 静止 电荷 产生 的 静电 场 ,恒定 电流 产生 的 静 磁 场 。 静 电场 和 静 磁场 
都 只 是 空间 坐标 的 函数 ,与 时 间 无 关 , 且 静 电场 和 着 磁场 两 者 是 彼此 独立 的 。 
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本 节 先 介绍 法 拉 第 电磁 感应 定律 ,引出 感应 电场 的 概念 ,表明 时 变 磁场 要 产 
生 时 变 电 场 。 然 后 介绍 麦克 斯 韦 关 于 位 移 电流 的 假说 ,表明 时 变 电 场 要 产生 时 
变 磁 场 。 


2.5.1 法 拉 第 电磁 感应 定律 


英国 物理 学 家 法 拉 第 等 人 经 过 10 年 的 实验 探索 ,终于 在 1831 年 取得 突破 ， 
发 现 了 导体 回路 所 围 面 积 的 磁 通 量 发 生变 化 时 ,回路 中 就 会 出 现 感应 电动 势 ,并 
引起 感应 电流 。 法 拉 第 等 人 的 实验 表明 ,感应 电动 势 与 穿 过 回路 所 围 面 积 的 磁 
通 量 的 时 间 变 化 率 成 正比 。 若 规定 回路 中 感应 电动 势 B 
的 参考 方向 与 穿 过 该 回路 所 围 面积 的 磁 通 量 y 符合 
右手 螺旋 关系 ,如 图 2.5.1 所 示 , 则 感应 电动 势 为 


2 =- 季 = 下 人 
这 就 是 法 拉 第 电磁 感应 定律 。 感 应 电动 势 的 实际 方 


i 
图 2.5.1 穿 过 导体 回路 的 
方向 相 比较 而 定 出 。 若 鳞 <0( 即 磁 通 随时 间 增加 做 通 术 化 产生 感应 电动 扫 


时 ) ,表明 感应 电动 势 的 实际 方向 与 规定 的 参考 方向 

.相反 ;车 和 >0( 即 磁 通 随时 间 减 少时 ) ,表明 感应 电动 势 的 实际 方向 与 规定 的 参 

考 方向 相同 。 因 此 ,感应 电流 产生 的 磁 通 总 是 对 原 磁 通 的 变化 起 阻碍 作用 。 
导体 内 存在 感应 电流 表明 导体 内 必然 存在 感应 电场 E;,, 因 此 ,感应 电动 势 

可 以 表示 为 感应 电场 的 积分 , 即 


这 样 , 式 (2.5.1) 可 表示 为 
bh Ea dl=- | Bds (2.5.2) 


由 式 (2.5.2) 看 出 ,回路 中 的 感应 电动 势 与 构成 回路 的 导体 性 质 无 关 。 也 就 
是 说 ,只 要 回路 所 围 面积 的 磁 通 发 生变 化 ,就 会 产生 感应 电动 势 , 就 存在 感应 电 
场 。 因 而 , 式 (2.5.2) 适 合 于 任意 回路 。 

一 般 情 况 下 ,空间 的 总 电场 等 于 库仑 电场 Ec 与 感应 电场 瑟 i 的 堆 加 , 即 EE 


= EE; 十 Eco 由 于 中 Ec "dil = 0 , 故 有 


bE- a ds (2.5.3) 
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这 就 是 推广 了 的 法 拉 第 电磁 感应 定律 的 积分 形式 。 从 这 个 式 子 可 以 看 出 , 穿 过 
回路 所 围 面积 的 磁 通 变化 是 产生 感应 电动 势 的 惟一 条 件 。 磁 通 变 化 可 以 是 磁场 
随时 间 变 化 而 引起 ,也 可 以 是 由 于 回路 移动 引起 ,或 者 是 两 者 皆 存 在 所 引起 。 故 
式 (2.5.3) 是 一 个 普遍 适用 的 表达 式 。 下 面 讨论 几 种 情况 : 

QD 如 果 回 路 是 静止 的 , 则 穿 过 回路 的 磁 通 变化 只 能 是 由 磁场 随时 间 变 化 引 
起 。 此 时 , 式 (2.5.3) 右 端 对 时 间 求 导 只 施 于 时 变 磁 场 B, 即 得 


PE.d=- "ds (2.5.4) 
C S 


这 是 静止 回路 位 于 时 变 磁 场 中 时 ,法 拉 第 电磁 感应 定律 的 积分 形式 。 利 用 斯 托 
克 斯 定理 ,上 式 可 表示 为 


aB 
| cv x E).dS | .dS 
上 式 对 任意 回路 所 围 面积 S 都 成 立 , 故 必 有 
9aB 
VxE=- 3 (2.5,5) 


此 即 静 止 回路 位 于 时 变 磁场 中 时 ,法 拉 第 电磁 感应 定律 的 微分 形式 。 

@ 当 导体 棒 以 速度 v 在 静态 磁场 B 中 运动 时 ,磁场 力 Fu = gv X B 将 使 导 
体 中 的 自由 电荷 朝 一 端 运 动 ,从 而 使 男 一 端 带 正 电荷 ,这 种 正 、 负 电荷 分 离 将 形 
成 库仑 力 。 当 电场 力 与 磁场 力 相互 抵消 而 达到 平衡 状态 时 ,运动 导体 棒 中 的 自 
由 电荷 的 净 受 力 为 0。 若 观察 者 随 导体 棒 一 起 运动 , 则 作用 在 单位 电荷 上 的 磁 
场 力 < vx B 可 看 成 作用 于 沿 导体 的 感应 电场 , 即 Bi= v Xx B。 设 导体 棒 是 


闭合 回路 C 的 一 部 分 , 则 因 回 路 运动 所 引起 的 感应 电动 势 为 
中 .dr = (vx B)-dl (2.5.6) 
人 人 
@) 当 导 体 在 时 变 磁场 中 运动 时 ,可 视 为 上 述 两 种 情况 的 合成 , 故 得 
__ | 3B. ,a 
bE es | e ds + Co x B) .dl (2.5.7) 


这 是 法 拉 第 电磁 感应 定律 积分 形式 的 一 般 形 式 。 利 用 斯 托 克 斯 定理 可 导出 相对 
应 的 微分 形式 为 


VxE=- 守 +vVx(vxB). (2.5.8) 


例 2.5.1 长 为 a、 宽 为 6 的 矩 形 环 中 有 均匀 磁场 B 垂直 穿 过 ,如 图 2.5.2 
所 示 。 在 以 下 三 种 情况 下 , 求 矩 形 环 内 的 感应 电动 势 。 
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(1) 如 = e.Bucos wz ,矩形 回路 cx 静止 
(可 滑动 导体 工 不 存在 ); 

(2) B= e.B。 ,矩形 回路 的 宽 边 5 = 常数 ， 
但 其 长 边 因 可 滑动 导体 L 以 匀速 = ev 运动 
而 随时 间 增 大 ; 

(3) B= e.Bucos wz , 且 和 矩形 回路 上 的 可 光 
动 导 体 以 匀速 v= ev 运动 。 

解 : (1) 均匀 磁场 B 随时 间 做 简 谐 变化 ,而 回路 静止 ,因而 回路 内 的 感应 电 
动 势 是 由 磁场 变化 产生 的 。 根 据 式 (2.5.4) ,得 


图 2.5.2 和 抑 形 环 内 的 感应 电动 势 


9 
Gin = 中 王 dl = ji Fi ds | 37 (eBocos wt). edS 


= wBoabsin wt 


(2) 均匀 磁场 B 为 静态 场 ,而 回路 上 的 可 滑动 导体 以 匀速 运动 ,因而 回路 
内 的 感应 电动 势 全 部 是 由 导体 工 在 磁场 中 运动 产生 的 。 根 据 式 (2.5.6) ,得 


6 = 中 瑟 .dl = 中 (xB):dL = 中 (enxeB) (0,dl) =- vBob 
t 届 a 


也 可 由 式 (2.5.3) 计 算 


_ RN 加 
6 到 bE dl = | dS = jie:Bo e.bzx ) 汪 Fz( Bobvt) 一 B， vb 


(3) 矩形 回路 中 的 感应 电动 势 是 由 磁场 变化 以 及 可 滑动 导体 世 在 磁场 中 运 
动产 生 的 ,根据 式 (2.5.7) ,得 | 


8 -HE.dl=--| 如 .ds+ 中 Cx By 
C sot C 


4 上 于 (e-Bucos wt ) . e.dS 十 和 (eo x e.Bocos ct ) (e,di) 


= Bo wobvisin wt 一 Bobvcos wt 


例 2.5.2 有 一 个 ax&。 的 和 矩形 线圈 放置 在 时 变 磁 场 B= e,Busin wt 中 , 初 
始 时 刻 ,线圈 平面 的 法 向 单位 矢量 e, 与 e, 成 a 角 , 如 图 2.5.3 所 示 。 试 求 : 

(1) 线圈 静止 时 的 感应 电动 势 ; 

(2) 线圈 以 角速度 w 绕 z 轴 旋 转 时 的 感应 电动 势 。 

解 : (1) 线圈 静止 时 ,感应 电动 势 是 由 时 变 磁场 引起 ,用 式 (2.5.4) 计 算 


=HE.d=-| 守 .dS 
C 9at 
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9 
= | 元 (evBosin wit»: e.dS) 
S 


= a Bo wceos wtcos adS 
杞 


= 一 apwcos wtcos a 


(2) 线圈 绕 zx 轴 旋 转 时 ,e, 的 指向 将 人 
随时 间 变 化 。 线 圈 内 的 感应 电动 势 可 以 ” 图 2.5.3 时 变 磁场 中 的 矩形 线圈 
用 两 种 方法 计算 。 

方法 一 :利用 式 (2.5.3) 计 算 

假定 :=0 时 a=0, 则 在 时 刻 t 时 ,e, 与 y 轴 的 夹 角 a = wt。 故 


6 =h Ed =--F|B.ds 
Ee 3 


dz 
=- 久 [68 sin wt: edS x sin wtcos wt X ab) 
dt BE y dt 


二 一 吝 ( 吝 Boabsin 2wt ) =— Boabwceos 2wt 


方法 二 : 利用 式 (2.5.7) 计 算 
6 -和 --| 过:as+ 中 (vxB).dl 

上 式 右 端 第 一 项 与 (1) 相 同 ,第 二 项 
b Cs x B).dl -|[(e 到 oj> e,Bosin | e_dz 


3 
下 | [- e, 到 oj> e,Bosin wt |: e.dz 
4 


= wBoabsin wtsin a 


故 


6, =— abwBocos wtcos a + wBoabsin wtsin a 


=— Boabwcos wt + Bowabsin’ wt 


=— Boabwceos 2wt 


2.5.2 位 移 电流 


法 拉 第 电磁 感应 定律 揭示 了 随时 间 变 化 的 磁场 会 激发 产生 电场 ,那么 随时 
间 变 化 的 电场 是 否 也 会 激发 产生 磁场 呢 ? 麦克 斯 韦 针 对 将 安培 环 路 定理 直接 应 
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用 到 时 变 电 磁 场 时 出 现 的 矛盾 ,提出 了 位 移 电 流 的 假说 ,对 安培 环 路 定理 进行 了 
修正 ,从 而 揭示 了 随时 间 变 化 的 电场 也 要 激发 产生 磁场 。 
前 面 讨论 恒定 磁场 时 得 到 的 安培 环 路 定理 的 微分 形式 如 式 (2.4.24) , 即 
vyxH=J 


对 上 式 两 端 同时 取 散 度 , 即 
Vy.(VxH)=YvV:J 

而 V:(V Xx 下)=0, 故 得 VJ =0, 这 是 恒定 电流 的 连续 性 方程 , 它 和 电荷 守恒 

定律 .J = - 色相 矛盾 。 因 此 ,安培 环 路 定理 对 时 变 电 磁场 是 不 成 立 的 。 


用 一 个 电容 器 与 时 变 电 压 源 相连 接 
的 电路 来 说 明 这 种 矛盾 现象 ,如 图 2.5.4 
所 示 。 这 时 ,电路 中 有 时 变 的 传导 电流 
i(t), 相 应 地 建立 时 变 磁场 。 选 定 以 闭 
合 路 径 C 为 周 界 的 开放 曲面 S1, 则 由 安 


培 环 路 定理 得 中 瑟 dl = i(:) 。 但 是 ， 


当选 定 以 同一 个 闭合 路 径 C 为 周 界 的 
另 一 个 开放 曲面 S, 时 , 因 穿 过 曲面 S， 图 2.5.4 连接 在 时 变 


的 传导 电流 为 0, 故 得 中 瑟 .dL = 0 。 同 电压 源 上 的 电容 器 


一 个 磁场 强度 矢量 在 同一 个 闭合 路 径 C 上 的 环 量 得 到 相 矛 盾 的 结果 ,这 说 
明 从 静 磁 场 中 得 到 的 安培 环 路 定理 对 时 变 场 是 不 适用 的 。 

针对 上 述 矛盾 ,麦克 斯 韦 断 言 电容 器 的 两 个 极 板 间 必 有 另 一 种 形式 的 电流 
存在 。 实 际 上 ,电容 器 极 板 上 的 电荷 分 布 是 随 外 接 的 时 变 电 压 源 而 变化 的 , 极 板 
上 的 时 变 电 荷 就 在 极 板 间 形 成 时 变 电 场 。 麦 克 斯 韦 认 为 电容 器 两 极 板 间 存 在 的 
另 一 种 形式 的 电流 就 是 由 时 变 电 场 引 起 的 , 称 为 位 移 电 流 。 为 考察 位 移 电 流 , 假 
定 静 电场 中 的 高 斯 定律 Y.D = o 对 时 变 场 仍然 成 立 ,将 其 代入 电荷 守恒 定律 ， 


得 


ao 3 uv 3aD 
人 Se 
即 
vV. (+ 0 (2.5.9) 


式 中 的 人 是 电位 移 矢 量 随时 间 的 变化 率 , 它 的 单位 是 A/m (安培 / 米 *) ,与 电流 
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密度 的 单位 相同 , 故 将 55 称 为 位 移 电 流 密度 , 记 为 


Ju = = (2.5.10) 


式 (2.5.9) 与 静态 场 的 电流 连续 性 方程 VJ=0 相 比 增加 了 位 移 电 流 密度 
一 项 ,这 就 解除 了 前 面 提 到 的 矛盾 现象 。 此 时 安培 环 路 定理 已 修正 为 


VxH=J+ (2.5.11) 


oz 
对 上 式 两 端 取 散 度 ,得 


vi(vVxH)- V(t)=0 


与 式 (2.5.9) 一 致 ,将 式 (2.5.9) 称 为 时 变 条 件 下 的 电流 连续 性 方程 。 其 意义 是 
在 时 变 电 磁 场 中 ,只 有 传导 电流 与 位 移 电 流 之 和 才 是 连续 的 。 在 图 2.5.4 中 , 传 
导电 流 i(:) 流 人 电容 器 极 板 , 极 板 间 形成 时 变 电 场 ,产生 位 移 电 流 , 到达 男 一 极 
板 , 电 容器 极 板 间 的 位 移 电 流 正好 等 于 导线 中 的 传导 电流 ,从 而 形成 电流 连续 。 
显然 , 式 (2.5.9) 和 式 (2.5.11) 对 静态 场 也 是 满足 的 。 

两 点 结论 : 

@ 位 移 电 流 密度 J 仅仅 是 电位 移 矢 量 的 时 间 变 化 率 , 当 电 位 移 矢 量 不 随 
时 间 变 化 时 ,Ja=0; 

@ 由 式 (2.5.11) 知 于 是 磁场 的 洲 涡 源 ,表明 时 变 电 场 产生 时 变 磁场 。 

例 2.5.3 海水 的 电导 率 c=4 S/m, 相 对 介 电 常数 e,= 81。 求 频率 f= 
1 MHz 时 ,海水 中 的 位 移 电 流 与 传导 电流 的 振幅 之 比 。 

解 : 设 电 场 随时 间 按 正弦 规律 变化 , 即 

E = eEcoswt = eEncos(2rx X 1 x 10%¢) V/m 
故 位 移 电流 密度 为 
有 [erereoEncos(2n x 106z)] 


= e,2ne.eoEn X 10sin(2r X 1052 ) 
而 传导 电流 密度 为 

J = oE = e,4E,cos(2r x 10°z) 
则 


81 x 8.85 x 10-Y x 2x x 10E 
宕 pe We 


2.5 电磁 感应 定律 和 位 移 电 流 69 


例 2.5.4 自由 空间 的 磁场 强度 为 H = e,H,cos(wt 一 kz) A/m, 式 中 的 & 
为 常数 。 试 求 位 移 电 流 密度 和 电场 强度 。 
解 : 自由 空间 的 传导 电流 密度 为 0, 故 由 式 (2.5.11) ,得 


6 “6 ,6 
3aD aa 3 3 
J XH 
五 。 0 0 

9 万 


a LHacos( wt — kz)] 


= ekH, sin( wt — kz) A/m’ 


PR a [0 RHosin( ot — kz)dt 


E0 E0」 9t eo 


EY 
cg0 


例 2.5.5 铜 的 电导 率 c=5.8x107 Sm, 相 对 介 电 常数 e,=1。 设 铜 中 的 
传导 电流 密度 为 = e, J，cos wt A/m 。 试 证 明 在 无 线 电 频 率 范围 内 铜 中 的 位 
移 电流 与 传导 电流 相 比 是 可 以 忽略 的 。 

解 : 铜 中 存在 时 变 电 磁 场 时 ,位移 电流 密度 为 

J s = Ee 学 = sre0 于 (ecEacos wt ) 
‘=— ewe.eo Ensin wt 
位 移 电 流 密度 的 振幅 值 为 
JU = wereo En, 


而 传导 电流 密度 的 振幅 值 为 J ,= oF , 故 


1 -9 
> X10°E 
1 


通常 所 说 的 无 线 电 频率 是 指 f= 300 MHz 以 下 的 频率 范围 ,即使 扩展 到 极 高 频 
段 (f=30 GHz 一 300 GHz) ,从 上 面 的 关系 式 看 出 比值 产 也 是 很 小 的 , 故 可 忽略 
铜 中 的 位 移 电流 。 
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麦克 斯 韦 电 磁 理 论 的 基础 是 电磁 学 的 三 大 实验 定律 , 即 库 仑 定律 \ 毕 奥 一 萨 
伐 尔 定律 和 法 拉 第 电磁 感应 定律 。 这 三 个 实验 定律 是 在 各 自 的 特定 条 件 下 总 结 
出 来 的 ,它们 仅 分 别 适 用 于 静电 场 、 静 磁场 和 缓慢 变化 的 电磁 场 ,不 具有 普遍 适 
用 性 。 但 是 ,这 些 从 实验 结果 总 结 出 来 的 规律 为 麦克 斯 韦 的 理论 概括 提供 了 不 
可 缺少 的 基础 。 

麦克 斯 韦 在 其 宏观 电磁 理论 的 建立 过 程 中 提出 的 科学 假设 可 归纳 为 两 个 基 
本 假设 和 其 它 一 些 假 设 。 第 一 个 基本 假设 是 关于 位 移 电 流 的 假设 。 麦 克 斯 韦 提 
出 变化 的 电场 也 是 一 种 电流 ( 称 之 为 位 移 电 流 ) ,也 要 产生 磁场 。 这 一 假设 揭示 
了 时 变 电 场 要 产生 磁场 。 第 二 个 基本 假设 是 关于 有 旋 电 场 的 假设 。 麦 到 斯 韦 提 
出 变化 的 磁场 要 产生 感应 电场 ,这 个 感应 电场 也 像 库仑 电场 一 样 对 电荷 有 力 的 
作用 ,但 它 移动 电荷 一 周 所 做 的 功 不 为 0, 因 而 它 不 是 位 场 (无 旋 场 ) ,而 是 有 旋 
场 。 这 一 假设 揭示 了 时 变 磁 场 要 产生 电场 。 麦 克 斯 韦 的 男 一 些 假设 是 :由 库仑 
定律 直接 得 出 的 高 斯 定律 在 时 变 条 件 下 也 是 成 立 的 ;由 毕 奥 - 萨 做 尔 定律 直接 
导出 的 磁 通 连续 性 原理 在 时 变 条 件 下 也 是 成 立 的 。 

综 上 所 述 ,麦克 斯 韦 在 前 人 得 到 的 实验 结果 的 基础 上 ,考虑 随时 间 变 化 这 一 因 
素 , 提 出 科学 的 假设 和 符合 逻辑 的 分 析 , 于 1864 年 归纳 总 结 出 了 麦克 斯 韦 方程 组 。 


2.6.1 麦克 斯 韦 方 程 组 的 积分 形式 


麦克 斯 韦 方程 组 的 积分 形式 描述 的 是 一 个 大 范围 内 (任意 闭合 面 或 闭合 曲 
线 所 占 空间 范围 ) 场 与 场 源 ( 电 荷 、 电 流 以 及 时 变 的 电场 和 磁场 ) 相 互 之 间 的 关 
系 。 按 习惯 依次 排列 为 

麦克 斯 韦 第 一 方程 


pHd=|J.ds+| 器 .ds (2.6.1) 
C S S CC 


其 含义 是 磁场 强度 沿 任 意 闭 合 曲 线 的 环 量 ,等 于 穿 过 以 该 闭合 曲线 为 周 界 的 任 
意 曲面 的 传导 电流 与 位 移 电流 之 和 。 
麦克 斯 韦 第 二 方程 
bE.d=-| 二 (2.6.2) 
C S 


其 合 义 是 电场 强度 沿 任意 闭合 曲线 的 环 量 ,等 于 穿 过 以 该 闭合 曲线 为 周 界 的 任 
一 曲面 的 磁 通 量变 化 率 的 负 值 。 
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麦克 斯 韦 第 三 方程 
中 ee (2.6.3) 


其 含义 是 穿 过 任意 闭合 曲面 的 磁感应 强度 的 通 量 恒 等 于 0。 
麦克 斯 韦 第 四 方程 


bp . dS = | oay (2.6.4) 


其 含义 是 穿 过 任意 闭合 曲面 的 电位 移 的 通 量 等 于 该 闭合 面 所 包围 的 自由 电荷 的 
代数 和 。 
2.6.2 麦克 斯 韦 方 程 组 的 微分 形式 


麦克 斯 韦 方程 组 的 微分 形式 (又 称 为 点 函数 形式 ) 描 述 的 是 空间 任意 一 点 场 
的 变化 规律 。 按 前 述 顺 序 依次 为 
aD 


VYxH=J+ar (2.6.5) 
__9B 
VE (2.6.6) 
yY.B=0 (2.6.7) 
Y.D=0p (2.6.8) 


式 (2.6.5) 表 明 , 时 变 磁 场 不 仅 由 传导 电流 产生 ,也 由 位 移 电 流产 生 。 位 移 
电流 代表 电位 移 的 变化 率 , 因 此 该 式 揭示 的 是 时 变 电 场 产生 时 变 磁 场 。 

式 (2.6.6) 表 明 , 时 变 磁场 产生 时 变 电 场 。 

式 (2.6.7) 表 明 , 磁 通 永远 是 连续 的 ,磁场 是 无 散 度 场 。 

式 (2.6.8) 表 明 ,空间 任意 一 点 车 存在 正 电荷 体 密度 , 则 该 点 发 出 电位 移 线 ; 
若 存 在 负电 和 荷 体 密度 , 则 电位 移 线 汇 聚 于 该 点 。 

麦克 斯 韦 对 宏观 电磁 理论 的 重大 贡献 是 预言 了 电磁 波 的 存在 。 这 个 伟大 的 
预言 后 来 被 著名 的 “赫兹 实验 证实, 从 而 为 麦克 斯 韦 宏 观 电 磁 理 论 的 正确 性 提 

供 了 有 力 的 证 据 。 


2.6.3 媒质 的 本 构 关 系 


当 有 媒质 存在 时 ,方程 组 式 (2.6.5) 一 式 (2.6.8) 尚 不 够 完备 ,因此 需 补充 描 

述 媒 质 特 性 的 方程 。 对 于 线性 和 各 向 同性 的 媒质 ,这 些 方程 是 
Da 7 (2.6.9) 
B= H (2.6.10) 
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三 okE (2.6.11) 
称 为 媒质 的 本 构 关 系 , 也 称 为 电磁 场 的 辅助 方程 。 
将 式 (2.6.9) 一 式 (2.6.11) 代 人 式 (2.6.5) 一 式 (2.6.8) ,可 得 到 用 场 矢 量 
E、H 表示 的 方程 组 


VxH=op+eG (2.6.12) 
vxE=-x (2.6.13) 
vV.H=0 (2.6.14) 
VE=f (2.6.15) 


称 为 麦克 斯 韦 方程 组 的 限定 形式 , 它 适用 于 线性 和 各 向 同性 的 均匀 媒质 。 
麦克 斯 韦 方 程 组 是 麦克 斯 韦 宏 观 电磁 理论 的 一 个 具有 创新 的 物理 概念 、 严 
密 的 逻辑 体系 、 正 确 的 科学 推理 的 数 党 表示 式 。 利 用 麦克 斯 韦 方程 组 ,再 加 上 辅 
助 方程 ,原则 上 就 可 以 求解 各 种 宏观 电磁 场 问 题 。 在 电磁 波 获 得 广泛 应 用 的 今 
天 ,更 能 体会 法 拉 第 麦克斯韦、 替 效 等 科学 家 对 人 类 社会 进步 做 出 的 伟大 贡献 。 
例 2.6.1 正弦 交流 电压 源 u = Usin wt 连接 到 平行 板 电容 器 的 两 个 极 


板 上 ,如 图 2.6.1 所 示 。(1) 证 明 电 容器 两 极 板 a 
间 的 位 移 电流 与 连接 导线 中 的 传导 电流 相等 ; | 
(2) 求 导线 附近 距离 连接 导线 为 + 处 的 磁场 ”+ yy 
强度 。 “( C 
解 : (1) 导线 中 的 传导 电流 为 
| du 
ic = Co 而 
dt 图 2.6.1 平行 板 电容 器 
_ Ss 与 交流 电压 源 相 接 
t 
= CowoDU cos wt 
忽略 边缘 效应 时 ,间距 为 d 的 两 平行 板 之 
间 的 电场 为 E= 妆 , 故 D=eE=。 二 ape , 则 极 板 间 的 位 移 电流 为 


z= | Ju dS = | 22dS = 2 wi* So = CwUncos wt = ic 
S sot d 


式 中 的 S, 为 极 板 的 面积 ,而 福 = C 为 平行 板 电容 器 的 电容 。 
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(2) 以 > 为 半径 作 闭 合 曲线 C ,由 于 连接 导线 本 身 的 轴 对 称 性 ,使 得 沿 闭合 
线 的 磁场 相等 , 故 方程 (2.6.1) 的 左边 为 


ba "dl = 2xrHy 


与 闭合 线 匀 链 的 只 有 导线 中 的 传导 电流 ic = CwUncos wt , 故 由 方程 (2.6.1) ,得 
2xrHs = CwUncos wt . 


即 


m 


CwU 
H = esHs = ey Fr OS wt 


例 2.6.2 在 无 源 (J=0、o=0) 的 电介质 (c=0) 中 , 若 已 知 矢量 E = 
ezEmcos(wt 一 kz) V/m, 式 中 的 EE, 为 振幅 、w 为 角 频 率 & 为 相位 常数 。 在 什 
么 条 件 下 ,EE 才 可 能 是 电磁 场 的 电场 强度 矢量 ? 求 出 与 互相 应 的 其 它 场 矢量 。 

解 : 只 有 满足 麦克 斯 志方 程 组 的 矢量 才 可 能 是 电磁 场 的 场 矢量 。 因 此 , 利 
用 麦克 斯 韦 方程 组 确定 E 可 能 是 电磁 场 的 电场 强度 矢量 的 条 件 。 

由 式 (2.6.6) ,得 


er 2 ez 
aB dg 9 9 aE, 
站 gz 9y dz| | Cy 加 名 
E, FE, E, 


9 
一 一 e， 3zl Emcos( ot — kz)] =— epEnsin( wi — kz) 
对 上 式 积 分 ,得 
RE 
B = e,—cos(wt — kz) 
Ww 
由 B=yH, 得 
大 
H = e,— cos(wt — kz) 
Ac 
由 万 =e, 得 
D = eeE cos(al — kz) 


以 上 各 个 场 矢量 都 应 满足 麦克 斯 韦 方程 ,将 得 到 的 有 H 和 DD 代入 式 (2.6.5), 有 
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2 
= 一 ev 一 一 sin(wl — kz) 
wp 


3aD _ 3D, 
at ~ ez a 


=— eeF wsin( wt — kz) 


k? = w? pe 
即 
k 三 土 w We 
将 D 代入 式 (2.6.8) 并 注意 到 p=0, 得 


ES NE 


Ve 


将 B 代入 式 (2.6.7) ,得 
aB, 3B， 38, 


> EE a 
VvV:.B Ba a 0 


可 见 , 只 有 满足 条 件 上 = 土 w Wue ,矢量 五 以 及 与 之 相应 的 D、B、H 才 可 能 是 无 
源 电介质 中 的 电磁 场 的 场 矢 量 。 


在 电磁 问题 中 总 是 要 涉及 由 不 同 本 征 参 数 的 媒质 所 构成 的 相 邻 区 域 。 为 了 
求解 这 种 情况 下 各 个 区 域 中 的 电磁 场 问 题 , 必 须要 知道 在 两 种 不 同 媒质 的 分 界 
面 上 电磁 场 量 的 关系 。 把 电磁 场 矢量 E、D、B、H 在 不 同 媒质 分 界面 上 各 自满 
足 的 关系 称 为 电磁 场 的 边界 条 件 。 Sl 

电磁 场 的 边界 条 件 必须 由 电磁 场 的 基本 的 方程 (麦克 斯 韦 方程 组 ) 导 出 。 由 
于 在 不 同 媒 质 的 分 界面 上 ,媒质 的 本 征 参数 e、y、o 发 生 突 变 , 某 些 场 分 量 也 随 
之 发 生 突 变 , 使 得 方程 组 的 微分 形式 失去 意义 。 因 此 ,将 根据 积分 形式 的 麦克 斯 
韦 方程 组 来 导出 边界 条 件 。 男 外 ,为 了 使 得 到 的 边界 条 件 不 受 所 采用 的 坐标 系 
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的 限制 ,可 将 场 矢量 在 分 界面 上 分 解 为 与 分 界面 垂直 的 法 向 分 量 和 平行 于 分 界 
面 的 切 向 分 量 。 

边界 条 件 在 求解 电磁 问题 的 过 程 中 占据 非常 重要 的 地 位 。 这 是 因为 只 有 使 
麦克 斯 韦 方程 组 的 通 解 适合 于 某 个 包含 给 定 的 区 域 和 相关 的 边界 条 件 的 实际 问 
题 ,这 个 解 才 是 有 实际 意义 的 解 ,也 才 是 惟一 的 解 。 


2.7.1 边界 条 件 的 一 般 形式 


1. 磁场 强度 瓦 的 边界 条 件 
两 种 媒质 的 参数 分 别 为 El、M1I、G1 和 E2、H2、020 设 分 界面 的 法 向 单位 矢量 
为 e,( 设 定 它 为 离开 分 界面 指向 媒质 1),e: 是 油分 界面 的 切 向 单位 矢量 ,如 图 


2.7.1 所 示 。 
4 HI En 
2 
A— | 
| 和 


| Vy 


图 2.7.1 HH 的 边界 条 件 
在 分 界面 上 取 和 矩形 闭合 回路 abcda ,其 宽 边 ab = cd =Al, 高 bc = da = Ah 一 
0,ab、cd 平 行 于 分 界面 。 将 积分 形式 的 麦克 斯 韦 第 一 方程 ( 即 式 (2.6.1)) 应 用 
于 和 矩形 回路 ,得 


已 C da a 
PH.d =| Hd+t|H.d+| Hat|H.dl 
. C a b C da 


和 . oD. 
| ds+|. a ds 
当 bc= da = Ah 一 0 时 ,上 式 变 为 


6 d 
PH:d=| :d+ | H,.dl 
C a C 


= 各 [| :as+| 器 .ds] (2.7.1) 


AP->0 Ss 
式 中 jim| J .ds = | Js .eodl， 即 Ah0 时 ,如 果 分 界面 上 存在 自由 面 电流 
Js, 则 闭合 回路 abeda 将 包围 此 面 电流 。 这 里 的 en 是 回路 所 围 面积 S 的 法 向 
“单位 矢量 ,与 绕 行 方向 abcda 成 右手 螺旋 关系 。 另 外 ,因为 了 为 有 限 值 , 故 有 
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ia| 2 dS = 0。 因此 ., 式 (2.7.1) 变 为 


| (五 ; — H,) " erdl =| Js* epdl 
Al AZ 
而 e,= epX ea, 故 上 式 可 表示 为 
| (Hi re H,) (eb x en)dl Ts | JS 要 epd7 
AZ A 
利用 矢量 恒等式 A4:(BXC)=B:(CXxXA)=C-(A4XB), 上 式 变 为 


| [ex (Hi:— H,)] * epdl =| Js * epdl 
AZ AZ 


故 得 
enX(H!1- H,) = Js (2.7.2) 
可 将 上 式 写 为 标量 形式 
Hi: - Hz = Js (2. 
可 见 ,磁场 强度 H 在 穿 过 存在 面 电 流 的 分 界面 时 ,其 切 向 分 量 是 不 连续 的 。 
当 两 种 媒质 的 电导 率 为 有 限 值 时 ,分 界面 上 不 可 能 存在 面 电流 分 布 ( 即 Js 
=0) ,此 时 , 互 的 切 向 分 量 是 连续 的 , 即 
exX(Hi-H)=0 或 Ri-PE =0 (2.7.4) 
2. 电场 强度 E 的 边界 条 件 
将 积分 形式 的 麦克 斯 韦 第 二 方程 , 即 式 (2.6.2) 应 用 到 如 图 2.7.1 所 示 的 和 矩 
形 闭合 路 径 abcda , 当 Ah->0 时 ,线段 bc 和 da 对 积分 由 Edi 的 贡献 可 以 名 


略 , 即 


6 d 
bE-d~| Edt| Ed=| (Ei1 ~ E,). edl =0 
C a c AZ 


Po Ry 
表明 电场 强度 E 的 切 向 分 量 是 连续 的 。 
式 (2.7.5) 也 可 表示 为 矢量 又 乘 的 形式 
e,X (五 | 一 五 )) = 0 (2.7.6) 


3. 磁感应 强度 B 的 边界 条 件 
在 两 种 媒质 的 分 界面 上 作 一 个 底面 积 为 AS、 高 为 Ah 的 扁 圆 柱 形 闭合 面 ， 
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其 一 半 在 媒质 1 中 , 另 一 半 在 媒质 2 中 ,如 图 2.7.2 所 示 。 因 AS 足够 小 , 故 可 
认为 穿 过 此 面积 的 磁 通 量 为 常数 ;又 因 AN -~0, 故 圆柱 侧面 对 面积 分 中 也 .dS 
的 贡献 可 以 忽略 。 将 积分 形式 的 麦克 斯 韦 第 三 方程 ( 即 式 (2.6.3)) 应 用 于 圆柱 
形 闭 合 面 ,得 
bp.ds=| B.ds+| B.ds+| B.ds 
Ss 顶 面 底面 侧面 
=| B "edS— | “edS=0 

故 得 

eu (Bi-B))=0 或 Bi1, = By (2.7.7) 
表明 磁感应 强度 的 法 向 分 量 在 分 界面 上 是 连续 的 。 


图 2.7.2 B 的 边界 条 件 


4. 电位 移 矢 量 D 的 边界 条 件 
将 积分 形式 的 麦克 斯 韦 第 四 方程 ( 即 式 (2.6.4)) 应 用 到 如 图 2.7.2 所 示 的 


肩 圆柱 形 闭合 面 , 当 Ah->0 时 ,圆柱 侧面 对 积分 中 D .ds 的 贡献 可 忽略 , 目 此 时 
分 界面 上 存在 的 自由 电荷 面 密度 为 ps , 则 得 


中 p .as=| D.ds+| Dp.ds+| D.ds 
S 栅 面 底面 侧面 


=| D， . endS — |。p， ‘eidS = | psds 
即 
(Di - D,) . esAS = psAS 
故 
eu (Di-D)=pos 或 Do-Do=ps 2 
表明 电位 移 矢量 的 法 向 分 量 在 分 界面 上 是 不 连续 的 。 
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2.7.2 两 种 特殊 情况 下 的 边界 条 件 


在 电磁 场 工程 实际 问题 中 ,经常 应 用 到 电导 率 很 高 的 所 谓 良 导体 (如 银 、 铜 、 
铝 等 金属 ,其 电导 率 都 在 10" Sm 量 级 ) 和 电导 率 很 低 的 电介质 (如 育 荃 乙烯、 陶 
次 等 ,其 电导 率 都 在 10-“ Smm 量 级 )。 为 了 简化 场 问 题 的 分 析 计 算 ,在 时 变 场 
中 通常 将 良 导 体 视 为 理想 导体 (电导 率 o 为 无 限 大 ) ,将 电介质 视 为 理想 介质 
(电导 率 c=0)。 

1. 理想 导体 表面 上 的 边界 条 件 

设 媒质 1 为 理想 介质 ,媒质 2 为 理想 导体 。 理 想 导体 内 部 不 存在 电场 (否则 
将 出 现 一 个 无 限 大 的 电流 密度 ,因此 E,=0), 理 想 导 体 所 带 的 电荷 只 分 布 于 导 
体 表 面 。 再 根据 麦克 斯 韦 方程 组 所 描述 的 五、 了 与 B、H 间 的 关系 ,知道 理想 导 
体内 部 D,=0,B,=0， H,= 0。 因 此 ,理想 导体 表面 上 的 边界 条 件 为 


ex Hi = (2.7.9) 
es XE!=0 (2.7.10) 
ea." BI=0 (2.7.11) 
eu .Di = ps (2.7.12) 


2. 理想 介质 表面 上 的 边界 条 件 
设 媒 质 1 和 媒质 2 是 两 种 不 同 的 理想 介质 ,它们 的 分 界面 上 不 可 能 存在 自 
由 面 电 荷 (ps =0) 和 面 电流 (Js=0)。 因 此 ,分 界面 上 的 边界 条 件 为 


euXx(HI-BH2)=0 或 Hi Ha=0 (2.7.13) 
erX(Ei-E,)=0 或 El-E=0 (2.7.14) 
eu' (Bi-B))=0 或 Bi-DB=0 (2.7.15) 
eu' (DiI-D))=0 或 Di,-Da，=0 (2.7.16) 
利用 Ei = Ez 和 Di,= Dz,, 邑 slEin= e2E2zn, 得 
Ei Ezt 
elE1n esE1n 
即 

i (2.7.17) 


tan 0>» ja 
这 是 电场 拓 量 (E、D) 穿 过 不 存在 自由 电荷 的 分 界面 时 ,方向 发 生变 化 与 电介质 
参数 的 关系 。 
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同样 ,利用 Hi = 五 2 和 Bi1, = B2,, 即 L1His= 12 Hzs ,得 
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(2.7.18) 


这 是 磁场 矢量 ( 吾 、 互 ) 穿 过 不 存在 面 电流 的 分 界面 时 ,方向 发 生变 化 与 磁 介 质 参 


数 的 关系 。 


至 此 ,把 电磁 场 的 边界 条 件 总 结 归 纳 如 下 : 
Qa， 在 两 种 媒质 的 分 界面 上 ,如 果 存 在 面 电 流 ,使 HH 的 切 向 分 量 不 连续 ,其 
不 连续 量 由 式 (2.7.2) 确 定 。 若 分 界面 上 不 存在 面 电流 , 则 互 的 切 向 分 量 是 连 


续 的 。 


@ 在 两 种 媒质 的 分 界面 上 ,E 的 切 向 分 量 是 连续 的 。 
@ 在 两 种 媒质 的 分 界面 上 ,B 的 法 向 分 量 是 连续 的 。 
@ 在 两 种 媒质 的 分 界面 上 ,如果 存 在 面 电荷 ,使 D 的 法 向 分 量 不 连续 ,其 
不 连续 量 由 式 (2.7.8) 确 定 。 若 分 界面 上 不 存在 面 电荷 , 则 D 的 法 向 分 量 是 连 


续 的 。 


为 方便 阅读 和 记忆 ,将 电磁 场 的 基本 方程 和 边界 条 件 列 人 表 2.7.1 中 。 
电磁 场 的 基本 方程 和 边界 条 件 


表 2.7.1 


基本 方程 


积分 形式 :有 .dl = | 


微分 形式 , V x 互 =J+ 5 


积分 形式 :中 "dl =-| 腾 ， 


一 J .dsS+| "ds 
Js 4 


aD 
at 


b> 


be] 


边界 条 件 


naX (Hi— H,)= Js 
nxX(Hi- H,)=0 
nXHi=Js 


nxX(E,- E,)=0 
nX (El~ E,)=0 


微分 形式 , V xE= - 池 i 

。 e… (了 一 B2)=0 
分 形式 : “dS=0 
积分 形式 ps ds 0 
微分 形式 : V :B=0 


n"Bi=0 


积分 形式 :中 D “dS = | eadv 
微分 形式 : VD=p 


. en' (D1- D;)= ps 
"(Di-D,)=0 


n" D1= ps 


说 明 


情况 1 是 边界 条 
件 的 一 般 形式 ; 


情况 2 是 两 种 媒 
质 都 不 是 理想 导 
体 的 边界 条 件 ; 


情况 3 是 理想 导 
体 的 边界 条 件 。 


单位 矢量 e。 离 
开 分 界面 指向 媒 
质 1。 
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例 2.7.1 >z<0 的 区 域 的 媒质 参数 为 sl = eo、pi= po、ol 0;z>0 区域 
的 媒质 参数 为 6; = Seu ws =20po、os =0。 若 媒质 1 中 的 电场 强度 为 
Ei(z,i1) = e,[60cos(15 x 10 — 5z) + 20cos(15 x 105 + 5z)] V/m 
媒质 2 中 的 电场 强度 为 
E,(z,t) = e,Acos(15 x 10¢ ~ 50z) V/m 
(1) 试 确定 常数 A 的 值 ; (2) 求 磁场 强度 H(z,i) 和 H(z,t);(3) 验证 
H(z,t) 和 有 H,(z,i) 满 足 边 界 条 件 。 
解 : (1) 这 是 两 种 电介质 (o =0) 的 分 界面 ,在 分 界面 z=0 处 ,有 
E:(0,1) =e,[60cos(15 x 10°1) + 20cos(15 x 1051)] V/m 
= e,80cos(15 x 10°1) V/m 
E,(0,1) = e,Acos(15 x 10°1) V/m 
利用 两 种 电介质 分 界面 上 E 的 切 向 分 量 连续 的 边界 条 件 E1(0,z)= E,(0,z)， 
得 


A=80V/m 
(2) 应 用 微分 形式 的 麦克 斯 韦 第 二 方程 Vx 正 = - 区， 得 
@- @, @- 
aH;! 1 .lied 9 中 
| a | 
Ei E EF,, 


和 交 [300sin(15 x 108+ - 5z) — 100sin(15 x 10¢ + 5z)] 
0 
将 上 式 对 时 间 z 积分 ,得 
对 元 | 2 x 10-7ecos(15 x 101 - 5z) 
0 


x 0 eoB LS 108 + 5z) | Pe 


9H, ., 
同样 ,由 VY x E,= £2 pe 


i 


H, (z ,1) SA ER 
0 
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(3) z=0 时 


Hi(0,1) =e， 2 x 10™’cos(15 x 108z) 一 拖 x 10- cos(15 x 107) | 
0 


=e 4 10-7cos(1$ x 1081) A/m 
”3p0 


2 x 10-7cos(15 x 1081) A/m 


H,(0,z) = €y ?7 3 


可 见 , 在 z=0 处 五 的 切 回 分 量 是 连续 的 ， ge 
电流 。 


例 2.7.2 如 图 2.7.3 所 示 ,1 区 的 媒质 参 
数 为 sl =$eo,w1= pol=0;2 区 的 媒质 参数 为 
e2=e0,p2=A0o=0。 若 已 知 自由 空间 的 电场 
强度 为 

E, = [e2y + eJ5z + ex(3 + zx)] V/m 
试问 关于 1 区 中 的 E1 和 Di 能 求 得 出 吗 ? ， 

解 : 根据 边界 条 件 , 只 能 求 得 Bl(z =0) 和 
Di(z=0)。 利用 表 2.7.1 中 情况 2 的 边界 条 件 
e_ Xx(Bi- 殖 ?)=0, 得 


图 2.7.3 电介质 与 自由 
空间 的 分 界面 


es: X {esEir + eyE1y + exEis ~ [es2y + ey5r + ec(3+ z)1|} 

= ey(Ei: ~ 2y) -er(Ei 一 Sz)=0 

则 得 
Eis =2y, Ei, = 5z 
Diz = eiEi;: = l0eoy, Diy = el 了 1 = 25e0x 

又 由 eu (Di1- D2)=0, 有 

es * LesDiz + eyDiy+ esDi1z - (ecDzz + eyD2y + eaD2s)] = 0 
则 得 

Dis|s-o0 = Do|。-o = e0(3 + z)|,-0 = 3e0 


Di: 3so 3. 
El Seo 5 


Eli, 二 


尖 
mh 
en 
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Ei(z = 0) = e2y+ ey5x+ es 记 


Di(z = 0) = el0eoy + ey25e0x + es3e0 


例 2.7.3 两 块 无 限 大 的 理想 导体 平板 分 别 置 于 z=0 和 z=4d 处 ,如 图 


2.7.4 所 示 。 若 平板 之 间 的 电场 强度 为 本 
E(x,z,t) = eosin( jeos( er 一 
kx) V/m 
式 中 的 Eo、k, 篆 为 常数 。 试 求 :(1) 与 a 
相伴 的 磁场 强度 吾 (x ,x,t);(2) 两 导体 O < 
表面 上 的 面 电流 密度 Js 和 面 电荷 密度 ”> 
pso 图 2.7.4 两 导体 平板 截面 图 
9 
解 : (1) 由 VXE= -yo 
得 
aE aE aH 
0 e- 六 十 Cz 林寺 让 /0 ai 
即 


3 于 cos( 下 jcos(u — kx) 


十 ehosin( Jsin(o = kr) | 
“ 


将 上 式 对 时 间 上 积分 ,得 


H(zx,z,t) = e,| 和 cos( 酝 jcos(oe - kar)de + 
d d 
ee | hasin (jsinCon kar) dt | A/m 


| 
| ee eos ( 字 ]sin( on kr) 


nl Jeosl or 一 kor)| A/m 


d 
(2) NT 理想 导体 板 的 内 表面 上 ,分 别 为 : 
在 z=0 处 的 导体 板 上 


nh 
Js=e, XH|..o = ¢e. x Hl|,.o = 巴 一 一 sin(at 一 kor) A/m 


wuod 
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Ps 二 en， D|,.-o 二 ex， eoE |,.-0 =0 


在 z=4 处 的 导体 板 上 


Js 


Os 


2 
2 


nEo 
一 x ,-,/ 二 一 X 本 el 加 / 
euX 五 |。-， e. x H|.-y e， od sin( ot kz) | A/m 
一 e .也 | -4=—e.* eoE|,-s = 0 


点 电荷 的 严格 定义 是 什么 ? 
研究 宏观 电磁 场 时 ,常用 到 哪 几 种 电荷 分 布 模型 ? 有 娜 几 种 电流 分 布 模型 ? 它们 


是 如 何 定 义 的 ? 


2.3 
2.4 


2.3 


bb im Dh 
二 
Py 


2.14 


点 电 蓓 的 电场 强度 随 距离 变化 的 规律 是 什么 ? 电 偶 极 子 的 电场 强度 又 如 何 呢 ? 
简 述 V -EE= 如 和 Y xx 五 =0 所 表征 的 静电 场 特 性 。 
表述 高 斯 定律 ,并 说 明 在 什么 条 件 下 可 应 用 高 斯 定律 求解 给 定 电荷 分 布 的 电场 


简 述 V .B=0 和 V xB= joJ 所 表征 的 静 磁 场 特性 。 
表述 安培 环 路 定理 ,并 说 明 在 什么 条 件 下 可 用 该 定律 求解 给 定 电流 分 布 的 磁感应 


简 述 电场 与 电介质 相互 作用 后 发 生 的 现象 。 

极 化 强度 是 如 何 定义 的 ? 极 化 电荷 密度 与 极 化 强度 有 什么 关系 ? 

电位 移 矢 量 是 如 何 定义 的 ? 在 国际 单位 制 中 它 的 单位 是 什么 ? 

简 述 磁场 与 磁 介 质 相互 作用 发 生 的 物理 现象 。 | 

磁化 强度 是 如 何 定义 的 ? 磁化 电流 密度 与 磁化 强度 有 什么 关系 ? 

磁场 强度 是 如 何 定义 的 ? 在 国际 单位 制 中 它 的 单位 是 什么 ? 

你 理解 均匀 媒质 与 非 均匀 媒质 .线性 媒质 与 非 线性 媒质 、 各 向 同性 与 各 向 异性 媒 


质 的 含义 吗 ? 


2.15 
2.16 
2.17 
2.18 
2.19 
原因 。 
2.20 


什么 是 时 变 电 磁 场 ?. 

试 从 产生 的 原因 、 存 在 的 区 域 以 及 引起 的 效应 等 方面 比较 传导 电流 和 位 移 电 流 。 
写 出 微分 形式 、 积 分 形式 的 麦克 斯 书 方 程 组 ,并 简要 盖 述 其 物理 意义 。 

麦克 斯 韦 方程 组 的 4 个 方程 是 相互 独立 的 吗 ? 试 简要 解释 。 

电流 连续 性 方程 能 由 麦克 斯 韦 方 程 组 导出 吗 ? 如 果 能 , 试 推导 之 ; 若 不 能 ,说 明 


什么 是 电磁 场 的 边界 条 件 ? 你 能 说 出 理想 导体 表面 的 边界 条 件 吗 ? 
习 题 
已 知 半 径 为 a 的 导体 球面 上 分 布 着 面 电 荷 密度 为 ps = psocos 9 的 电荷 , 式 中 的 os 
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为 常数 。 试 计算 球面 上 的 总 电荷 量 。 
2.2 已 知 半径 为 .长 为 二 的 圆柱 体内 分 布 着 轴 对 称 的 电荷 , 体 电荷 密度 为 p= po 


(0 过 7 过 a), 式 中 的 po 为 常数 , 试 求 圆柱 体内 的 总 电荷 量 。 

2.3 电荷 9 均匀 分 布 在 半径 为 a 的 导体 球面 上 , 当 导 体 球 以 角速度 w 绕 通过 球 心 的 > 
轴 旋 转 时 , 试 计算 导体 球面 上 的 面 电流 密度 。 

2.4 宽度 为 5 cm 的 无 限 薄 导 电 平面 置 于 zx=0 平 面 内 , 若 有 10 A 电 流 沿 从 原点 朝向 点 
P(2 cm,3 cm,0) 的 方向 流动 ,如 图 题 2.4 所 示 。 试 写 出 面 电 流 密度 的 表示 式 。 


图 题 2.4 

2.5 一 个 半径 为 a 的 球形 体积 内 均匀 分 布 着 总 电荷 量 为 9 的 电荷 , 当 球 体 以 均匀 角 速 
度 w 绕 一 条 直径 旋转 时 , 试 计算 球 内 的 电流 密度 。 

2.6 平行 板 真空 二 极 管 两 极 板 间 的 电荷 体 密度 为 p= - 所 eoUod 了 3 ,阴极 板 位 于 
z=0 处 ,阳极 板 位 于 x=4 处 , 极 间 电 压 为 U6; 如果 Uo=40 V,d=1 cm, 横 截面 S= 10 cm?， 
求 :(1) z=0 至 z=4d 区域 的 总 电荷 量 ;(2) z= d 人 /2 至 z=4d 区 域 的 总 电荷 量 。 

2.7 在 真空 中 ,点 电荷 g1 = ~0.3 pyC 位 于 点 A(25, -30,15); 点 电荷 gs,=0.5 pC 位 于 
点 B( 一 10,8,12)。 求 :(1) 坐标 原点 处 的 电场 强度 ;(2) 点 P(15,20,50) 处 的 电场 强度 。 

2.8 点 电荷 g1= 9 位 于 点 Pi( 一 a,0,0) 处 , 另 一 个 点 电荷 9,= -29 位 于 P,(a,0,0) 
处 ,试问 :空间 是 否 存在 EE=0 的 点 ? 

2.9 无 限 长 线 电荷 通过 点 (6,8,0) 且 平行 于 z 轴 , 线 电荷 密度 为 pi, 试 求 点 P(xz,y,z) 
处 的 电场 强度 五 。 

2.10 半径 为 a 的 一 个 半圆 环 上 均匀 分 布 着 线 电荷 cm, 如 图 题 2.10 所 示 。 试 求 垂 直 于 
半圆 环 所 在 平面 的 轴线 上 z= a 处 的 电场 强度 E(0,0,a)。 

2.11 三 根 长 度 均 为 工 ` 线 电荷 密度 分 别 为 pu 、piz 和 p13 的 线 电荷 构成 一 个 等 边 三 角形 ， 
如 图 题 2.11 所 示 , 设 pn = 2pis =2p13, 试 求 三 角形 中 心 的 电场 强度 。 

““2.12 一 个 很 薄 的 无 限 大 导体 带电 平面 ,其 上 的 面 电荷 密度 为 ps。 试 证 明 :垂直 于 平面 
的 z 轴 上 z= zo 处 的 电场 强度 中 ,有 一 半 是 由 平面 上 半径 为 /3zo 的 圆 内 的 电荷 产生 的 。 

2.13 自由 空间 有 三 个 无 限 大 的 均匀 带电 平面 :位 于 点 (0,0, - 4) 处 的 平面 上 psi = 

3 nC/m?, 位 于 点 (0,0,1) 处 的 平面 上 os =6 nC/m?, 位 于 点 (0,0,4) 处 的 平面 上 pss = 
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一 8 nC/m?。 试 求 以 下 各 点 的 E:(1) P1(2,5, 一 5);(2) Ps( 一 2,4,5);(3) Ps(—1,—5,2)。 


图 题 2.10 图 题 2.11 


2.14 在 下 列 条 件 下 ,对 给 定点 求 divE 的 值 : 

(1) E=[e(2zyz 一 y)+e,(z:z~2zy)+ er y] V/m, 求 点 P1(2,3, 一 1) 处 divE 的 值 。 

(2) E=[e,2pz’sin’ $+ eypz’sin 2$ + ez2p0 zsin? $] V/m, 求 点 Pi(p=2;$=110",z= 
一 1) 处 divE 的 值 。 

(3) E=[e,2rsin Ocos $+ eurcos bcos $ — esrsin $] V/m, 求 点 P(r=1.5,0=30°,$ 


50") 处 divE 的 值 。 , 
2.15 半径 为 a 的 球形 体积 内 充满 密度 为 p(7) 的 体 电荷 。 若 已 知 球形 体积 内 外 的 电位 


移 分 布 为 


a + Aa4 
r r2 > 


e(rP+Ar), 0<r<<a 
人 | r 之 a 
式 中 A 为 常数 , 试 求 电荷 密度 o(>) 。 
2.16 一 个 半径 为 a 的 导体 球 带 电荷 量 为 gq, 当 球体 以 均匀 角速度 w 绕 一 个 直径 旋转 
时 ,如 图 题 2.16 所 示 , 试 求 球 心 处 的 磁感应 强度 B。 


图 题 2.16 图 题 2.17 


2.17 假设 电流 T=8 A 从 无 限 远 处 沿 z 轴 流 向 原点 ,再 离开 原点 沿 y 办 流向 无 限 远 ， 
如 图 题 2.17 所 未 。 试 求 zy 平面 上 一 点 P(0.4,0.3,0) 处 的 B。 

2.18 一 条 扁平 的 直 导 体 带 ,宽度 为 2a ,中 心 线 与 z 轴 重 合 , 通 过 的 电流 为 T。 试 证 明 
在 第 一 象限 内 任 一 点 P 的 磁感应 强度 为 
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BS a 
: 4na” * 


式 中 的 e ri 和 rs 如 图 题 2.18 所 示 。 


Ho 了 or (2) 


P(x,y) 


图 题 2.18 


2.19 两 平行 无 限 长 直线 电流 1; 和 I, 间距 为 4，, 试 求 每 根 导线 单位 长 度 受 到 的 安培 力 
Fo 

2.20 在 半径 a =1 mm 的 非 磁性 材料 圆柱 形 实心 导体 内 , 沿 z 轴 方 向 通过 电流 了 = 
20 A, 试 求 :(1) p=0.8 mm 处 的 B;(2) p=1.2 mm 处 的 了;(3) 圆柱 内 单位 长 度 的 总 磁 通 。 

2.21 下 面 的 矢量 函数 中 哪些 可 能 是 磁场 ? 如 果 是 , 求 出 其 源 量 J。 

(1) 可 = ep ,B= wo 下 (圆柱 坐标 系 ) 

(2) H=e,(-ay)+exr,B=nuoH 

(3) H= eaxr~ eay,B= noH 

(4) H= ear,B= yoH ( 球 坐 标 系 ) 

2.22 通过 电流 密度 为 J 的 均匀 电流 的 长 圆柱 导体 中 有 一 平行 的 圆柱 形 空 腔 , 其 横 截 
面 如 图 题 2.22 所 示 。 试 计算 各 部 分 的 磁感应 强度 ,并 证 明 空 腔 内 的 磁场 是 均匀 的 。 


图 题 2.22 图 题 2.23 


2.23 在 志平 面 上 沿 + 方向 有 均匀 面 电流 Js, 如 图 题 2.23 所 示 。 若 将 zy 平面 视 为 
无 限 大 , 求 空间 任意 一 点 的 甩 。 
2.24 一 导体 滑 片 在 两 根 平行 的 轨道 上 滑动 ,整个 装置 位 于 正弦 时 变 磁场 B = 
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e-5cos wt mT 之 中 ,如 图 题 2.24 所 示 。 滑 片 的 位 置 由 x =0.35(1 一 cos wi) m 确定 ,轨道 终 
端 接 有 电阻 R=0.2 Q, 试 求 感应 电流 i。 


图 题 2.24 图 题 2.25 


2.25 平行 双 线 与 一 矩形 回路 共 面 ,如 图 题 2.25 所 示 。 设 a=0.2m,b=c=4d= 
0.1 m,i=0.1cos(2xX10’z) A, 求 回路 中 的 感应 电动 势 。 

2.26 求 下 列 情况 下 的 位 移 电 流 密度 的 大 小 : 

(1) 某 移动 天 线 发 射 的 电磁 波 的 磁场 强度 

H = e,0.15cos(9.36 x 108&r - 3.12y) A/m; 
(2) 一 大 功率 变压器 在 空气 中 产生 的 磁感应 强度 
B = e,0.8cos(3.77 x 10 -1.26 x 10 工 ) 工 ; 
(3) 一 大 功率 电容 器 在 填充 的 油 中 产生 的 电场 强度 
五 = e,0.9cos(3.77 x 102+ — 2.81 x 10 zx) MV/m 

设 油 的 相对 介 电 常数 ,= 5; 

(4) 频率 f= 60 Hz 时 的 金属 导体 中 ,J= e,sin(377Xz 一 117.1z) MA/m , 设 金属 导体 的 
ee 一 eo\w = pac=5.8x10” S/mo 

2.27 同 轴线 的 内 导体 半径 a=1 mm, 外 导体 的 内 半径 6 = 4 mm 
内 外 导体 间 为 空气 ,如 图 题 2.27 所 示 。 假 设 内 、 外 导体 间 的 电场 强度 为 


忆 =6。 cos(10':- itz) V/m。(1) 求 与 忆 相 伴 的 及 ;(2) 确定 的 值 ， 


(3) 求 内 导体 表面 的 电流 密度 ;(4) 求 沿 轴线 0 委 zx 委 1 m 区 域内 的 位 移 
电流 。 

2.28 试 将 微分 形式 的 麦克 斯 志方 程 组 写成 8 个 标量 方程 :(1) 在 
直角 坐标 系 中 ;(2) 在 圆柱 坐标 系 中 ;(3) 在 球 坐 标 系 中 。 

2.29 由 置 于 po=3 mm 和 p=10 mm 的 导体 圆柱 面 和 zx=0、z= 
20 cm 的 导体 平面 围 成 的 圆柱 形 空间 内 充满 e=4X10”* F/m、p=2.5Xx 
10“H/m、o==0 的 媒质 。 若 设 定 媒 质 中 的 磁场 强度 为 H = 


es eos 10xzcos wt A/m, 利 用 麦克 斯 韦 方程 求 :(1) w;(2) E。 


图 题 2.27 
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2.30 媒质 1 的 电 参 数 为 sl = 4eo\ pi = 200、cl=0; 媒 质 2 的 电 参 数 为 ss = 2e0、 pz = 
3p az=0。 两 种 媒质 分 界面 上 的 法 向 单位 矢量 为 ev= e.0.64+e,0.6 一 e.0.48, 由 媒质 2 指 
向 媒质 1。 若 已 知 媒质 工 内 邻近 分 界面 上 的 点 P 处 的 磁感应 强度 Bj = (e- - e,2 + e.3)， 
sin 300z 工 , 求 P 点 处 下 列 量 的 大 小 :Bi Bi Bz、B2eo 

2.31 媒质 1 的 电 参 数 为 sl =Seo\ pi=3po ai=0; 媒 质 2 可 视 为 理想 导体 (cs = co)。 
设 y=0 为 理想 导体 表面 ,y >0 的 区 域内 (媒质 1) 的 电场 强度 E = e,20cos (2 Xx 103z 一 
2.58z) V/mo 试 计算 1=6 ns 时 :(1) 点 P(2,0,0.3) 处 的 面 电荷 密度 ps;(2) 点 PP 处 的 H; 
(3) 点 卫 处 的 面 电 流 密 度 Js。 


| 


第 3 章 


静态 电磁 场 及 其 边 值 问 题 的 解 


静态 电磁 场 是 电磁 场 的 一 种 特殊 形式 。 当 场 源 (电荷 .电流 ) 不 随时 间 变 化 
时 ,所 激发 的 电场 磁场 也 不 随时 间 变 化 , 称 为 静态 电磁 场 。 静 止 电 荷 产生 的 静 
电场 ,在 导电 媒质 中 恒定 运动 电荷 形成 的 恒定 电场 以 及 恒定 电流 产生 的 恒定 磁 
场 都 属于 静态 电磁 场 。 由 麦克 斯 韦 方程 组 可 以 看 出 ,当场 量 不 随时 间 变 化 时 , 电 
场 矢量 满足 的 方程 和 磁场 矢量 满足 的 方程 是 相互 独立 的 ,也 就 是 说 在 静态 情况 
下 ,电场 和 磁场 是 各 自 存在 的 ,我 们 可 以 分 别 讨论 。 

本 章 将 分 别 介绍 静电 场 、 恒 定 电场 和 恒定 磁场 的 分 析 方 法 ,最 后 介绍 静态 场 
边 值 问题 的 解法 。 


静电 场 是 静止 电荷 激发 的 ,是 电磁 场 的 一 种 重要 的 和 特殊 的 形式 。 
3.1.1 静电 场 的 基本 方程 和 边界 条 件 


1. 基本 方程 
考虑 到 电磁 场 的 源 量 (静止 电荷 9) 和 场 量 (五 也) 不 随时 间 变 化 这 一 特征 ， 
由 麦克 斯 韦 方 程 组 得 出 静电 场 的 基本 方程 为 


积分 形式 
| bp “dS = | oar | (3.1.1) 
| $e:a (3.1.2) 
C 
微分 形式 
| V.D=p (3.1.3). 
VxE=0 | (3.1.4) 
以 及 


D= eE | (3.1.5) 
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基本 方程 表明 静电 场 是 有 源 ( 通 量 源 ) 无 旋 场 ,静止 电荷 是 产生 静电 场 的 通 
量 源 ; 电 场 线 (E 线 ) 从 正 的 静止 电荷 发 出 ,终于 负 的 静止 电荷 。 

2. 边界 条 件 

在 两 种 电介质 的 分 界面 上 ,电场 强度 满足 以 下 关系 式 


enX(E1-E)=0 或 El. = Ey, (3.1.6) 
表明 电场 强度 的 切 向 分 量 是 连续 的 。 
电位 移 矢 量 满足 的 关系 式 是 
en (Di - D,) 二 Cs 或 Din ~ D2n = ps (3.1.7) 


表明 在 两 种 媒质 的 分 界面 上 存在 自由 面 电 荷 分 布 时 ,电位 移 矢 量 的 法 向 分 量 是 
不 连续 的 。 
车 分 界面 上 不 存在 面 电荷 , 即 os =0, 则 
eu (DiI-D)=0 或 Di, = Dy, (3.1.8) 
此 时 ,在 分 界面 上 ,D 的 法 向 分 量 是 连续 的 。 式 (3.1.8) 可 改写 为 
el 了 上 in = esE2zn 
可 见 , 当 el 和 关 e 时 五 的 法 向 分 量 是 不 连续 的 ,这 是 因为 分 界面 上 存在 束缚 电荷 
密度 。 
3.1.2 电位 函数 
1. 电位 和 电位 差 
由 静电 场 的 基本 方程 VY XEE=0 和 矢量 恒等式 VY x Vu =0 可 知 ,电场 强度 
矢量 五 可 以 表示 为 标量 函数 p 的 梯度 , 即 . 
E(r) =- Vp(r) (3.1.9) 


式 中 的 标量 函数 g(r) 称 为 静电 场 的 电位 函数 ,简称 为 电位 ,单位 为 V( 伏 特 )。 
此 式 适用 于 任何 静止 电荷 产生 的 静电 场 , 即 静电 场 的 电场 强度 矢量 等 于 负 的 电 


位 梯度 。. 
对 于 点 电荷 的 电场 
E(lr) 一 3 
考虑 到 以 下 梯度 运算 结 
1 庄 A A 
Wl 相公 
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则 有 


E(r) = wl ss 
4nge | 了 7 | 


与 式 (3.1.9) 比 较 , 可 得 到 点 电荷 9 产生 的 电场 的 电位 函数 为 


A re (3.1.10) 
式 中 C 为 任意 常数 。 
应 用 警 加 原理 ,根据 式 (3.1.10) 可 得 到 点 电荷 系 、 线 电荷 ` 面 电荷 以 及 体 电 


荷 产生 的 电场 的 电位 画 数 分 别 为 


P07) = 让 > Ee (3.1.11) 
Be 2 err) d+C (3.1.12) 
p(r) = | Er) et 31.19) 
g(r) = 二 | pr dV’+C (3.1.14) 


通常 用 等 位 面 形象 地 描述 电位 的 空间 分 布 。 例 如 ,点 电荷 电场 的 等 位 面 是 
同心 球面 族 。 根 据 E(r)= - Vp(r) 和 标量 函数 梯度 的 性 质 可 知 ,已 线 垂 直 于 
等 位 面 , 且 总 是 指向 电位 下 降 最 快 的 方向 。 

若 已 知 电荷 分 布 , 则 可 利用 式 (3.1.11) 一 式 (3.1.14) 求 得 电位 函数 g(r)， 
再 利用 BE(r)= 一 Vep(r) 求 得 电场 强度 El(r)。 这 样 做 比 直 接 求 E(r) 要 简 
单 些 。 

在 El(r)= 一 Vp(r) 的 两 端点 乘 d1 ,得 


E(r).dl=- Vp(r):dl=— 2 a =~ dp(r) 


对 上 式 两 端 从 点 已 到 点 Q 沿 任意 路 径 进行 积分 ,得 


P 


钢 


Q Q 
| EC) -dl =- | dp(r) = og(P)— op(Q) 


可 见 ,点 P、Q 之 间 的 电位 差 pq(P) - pg(Q) 的 物理 意义 是 把 一 个 单位 正 电 荷 从 
点 卫 沿 任意 路 径 移 动 到 点 Q 的 过 程 中 ,电场 力 所 做 的 功 。 
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为 了 使 电场 中 每 一 点 的 电位 具有 确定 的 值 ,必须 选 定 场 中 某 一 固定 点 作为 
电位 参考 点 , 即 规定 该 固定 点 的 电位 为 零 。 例 如 , 若 选 定 Q 反 为 电位 参考 点 ， 即 
规定 pg(Q)=0, 则 P 点 的 电位 为 


Q 
yg(P) = | .dl (3.1.15) 
车 场 源 电荷 分 布 在 有 限 区 域 ,通常 选 定 无 限 远 处 为 电位 参考 点 ,此 时 
p(P)= | ,Ed (3.1.16) 


”2. 苦 电 位 的 微分 方程 
在 均匀 .线性 和 各 向 同性 的 电介质 中 ,es 是 一 个 常数 。 因 此 将 E(r)= ~ Vp(r) 
代 人 VD(Cr)=po(Cr) 中 ,得 


V.D(r)= V.eE(r)=-eY. Vo(r)= or) 


vg(7) = Ce 


即 静 电位 满足 标量 泊 松 方程 。 若 空间 内 无 自由 电荷 分 布 , 即 o=0, 则 g(r ) 满 足 
拉 普 拉 斯 方程 
tpy 0 (3.1.18) 

在 通过 解 泊 松 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 求 g(r) 时 , 需 应 用 边界 条 件 来 确定 常 
数 。 下 面 介 绍 电位 的 边界 条 件 。 

设 P; 和 Ps 是 介质 分 界面 两 人 出 、 紧 贴 分 界面 的 相 邻 两 点 ,其 电位 分 别 为 pl 
和 yp，,。 由 于 在 两 种 介质 中 均 为 有 限 值 , 当 P; 和 Ps 都 无 限 贴近 分 界面 ,; 即 其 
间距 AL->0 时 , g1 一 g2=E*Al>0。 因 此 ,分 界面 两 侧 的 电位 是 相等 的 , 即 


921 = 92 (3.1.19) 


又 由 euw( Di-D2)=posD=ec 巨 = 一 eVp 可 导出 


3 8 
中 =— ps (3.1.20) 


车 分 界面 上 不 存在 自由 面 电 蕉 , 即 p。=0, 则 上 式 变 为 


9 9 
se (ap es (3.1.21) 
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若 第 二 种 媒质 为 导体 , 因 达 到 静电 平衡 后 导体 内 部 的 电场 为 零 ,导体 为 等 位 
体 , 故 导体 表面 上 ,电位 的 边界 条 件 为 


| = 常数 


A 
Se ps 


(3.1.22) 


例 3.1.1 求 图 2.2.3 所 示 电 偶 极 子 的 电位 。 
解 : 空间 任意 一 点 P(r ,9,$) 处 的 电位 等 于 两 个 点 电荷 的 电位 车 加 , 即 


i 


4neo ee r2 dneo rir2 


gp(r) = 


式 中 


71 二 V7r2+(d1/2)7 -rdcos 0 ,72 二 Vr + (d/2)* + rdcos 0 
对 远离 电 偶 极 子 的 场 点 ,> 之 4 , 则 


a a 
ri 守 r 一 方 cos 0， rr> 完 r++ 地 cos 909， 


2 2 
r2— ri dcos 0, rriTr? 
故 得 
_ gdcos0 -了 (3 1 .23 
内 人 4neor? 4neor’ Ce 


应 用 球面 坐标 系 中 的 梯度 公式 ,可 得 到 电 偶 极 子 的 远 区 电场 强度 


a Cv 2 1 99 1 99 
E(r)= 人 加 ( SE r 9 ”rsin 0 38 
= js er2eos 0 + epsin 0) (3.1.24) 
TEOrT 


显然 ,此 处 的 运算 要 比例 2.2.1 中 直接 计算 电场 强度 要 简单 得 多 。 

例 3.1.2 求 均匀 电场 Eo 的 电位 分 布 。 

解 : 选 定 均匀 电场 空间 中 的 一 点 O 为 坐标 原点 ,而 任意 点 P 的 位 置 矢量 为 
r, 则 


O P 
pg(P)— PCO) = | ,Ed =-|E “dr = 一 五 0，r 


若 选择 点 O 为 电位 参考 点 , 即 pg(O)=0, 则 
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p(P)=- Eo:r 
在 球 坐 标 系 中 , 取 极 轴 与 Eo 的 方向 一 致 , 即 Eo = e.Eo, 则 有 
p(P)=- Eo:r=-e,.:rEo=— Eorcos bd 


在 圆柱 坐标 系 中 , 取 Eo 与 x 轴 方 向 一 致 , 即 Eo = esEo, 而 += ep + ecz, 则 
有 


DC(P) = 一 瑟 o mr = 一 er Eo(lept exz) 二 一 下 oocos $ 


例 3.1.3 两 块 无 限 大 接地 导体 平板 分 别 置 于 z=0 和 xz=a 处 ,在 两 板 之 
间 的 z=5 处 有 一 面 密度 为 p。 的 均匀 电荷 分 
布 ,如 图 3.1.1 所 示 。 求 两 导体 平板 之 间 的 电 
位 和 电场 。 

解 ; 在 两 块 无 限 大 接地 导体 平板 之 间 , 除 
Zz=0 处 有 均匀 面 电 荷 分 布 外 ,其 余 空间 均 无 
电荷 分 布 , 故 电位 函数 满足 一 维 拉 普 拉 斯 方程 


2 
er 0, 0< 工 <6 
图 3.1.1 两 块 无 限 大 平行 板 
d > 
二 这 = 0， b<zr<a 
py 
方程 的 解 为 


pi(z) = Ciz + 了 ， 
92(Zz) = Cz + D, 
利用 边界 条 件 ,得 
z=0 处 ， gpg1(0)=0 
x= a 处，g2(a)=0 
ZX 三 5 处 ， gpg1(5) = gp2(5) 


| __ fs 
dr oz eq 


r=b 


于 是 有 
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站 1 = 0， Cxa + D,=0 
Cib + Di! = Cb + D,, C2— Ci =- 务 
0 
由 此 解 得 
(6b — a) 
er A A 
Eo0Q 
b b 
Se Oso | 站 fso0? 
E00Q E09 
最 后 得 
(a — 6b) 
PN RE 
E00 
b 
2 (a ~ x), brEa 
E0C 
加 了 dop1(z) 二 pso(a — 6) 
Ei(zx) =— Voi(7X) =- er dz 二 一 ez eoa 
= a dga( x) psob 
E(xz) = 一 Vops(x) =— ee, Ty = 6- Ee 


3.1.3 导体 系统 的 电容 


电容 是 导体 系统 的 一 种 基本 属性 , 它 是 描述 导体 系统 储存 电荷 能 力 的 物理 
量 。 我 们 定义 两 导体 系统 的 电容 为 任 一 导体 上 的 总 电荷 与 两 导体 之 间 的 电位 差 
之 比 , 即 


8 
人 3.1.2 
人 5) 


电容 的 单位 是 F( 法 拉 )。 电 容 的 大 小 与 电荷 量 、 电 位 差 无 关 ,因为 该 比值 为 
常数 。 电 容 的 大 小 只 是 导体 系统 的 物理 尺度 及 周围 电介质 的 特性 参数 的 
函数 。 

本 节 介 绍 双 导体 系统 的 电容 计算 及 多 导体 系统 的 部 分 电容 的 概念 。 

1. 双 导 体 的 电容 计算 

在 电子 与 电气 工程 中 常用 的 传输 线 , 例 如 平行 板 线 ,平行 双 线 、 同 轴线 都 属 
于 双 导 体系 统 。 通 常 ,这 类 传输 线 的 纵向 尺寸 远大 于 横向 尺寸 。 因 而 可 作为 平 
行 平 面 电场 (二 维 场 ) 来 研究 ,只 需 计 算 传输 线 单 位 长 度 的 电容 。 其 计算 步骤 如 
下 : 
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_@ 根据 导体 的 几何 形状 ,选取 合适 的 坐标 系 ; 
@ 假定 两 导体 上 分 别 带 电荷 +gq 和 -ai; 
@ 根据 假定 的 电荷 求 出 E; 


@ 由 | E .dl 求 得 电位 差 


@ 求 出 比值 C= 音 。 

例 3.1.4 平行 双 线 传输 线 的 结构 如 图 3.1.2 所 示 , 导 线 的 半径 为 a ,两 
导线 轴线 距离 为 D, 且 也 六 wa, 设 周围 介质 为 空气 。 试 求 传输 线 单位 长 度 的 
电容 。 


图 3.1.2 平行 双 线 传输 线 


解 : 设 两 导线 单位 长 度 带 电量 分 别 为 + p; 和 - pi。 由 于 DD 污 4, 故 可 近似 
地 认为 电荷 分 别 均匀 分 布 在 两 导线 的 表面 上 。 应 用 高 斯 定律 和 又 加 原理 ,可 得 
到 两 导线 之 间 的 平面 上 任意 一 点 已 的 电场 强度 为 


人 D-a 
ln 


TeE0 a | 
故 得 平行 双 线 传输 线 单位 长 度 的 电容 为 


A neo TeE0 


U In[(D -a)/al 人 In(D/a) 
例 3.1.5 问 轴 线 的 内 导体 半径 为 a, 外 导体 的 内 半径 为 5， 内 外 导体 间 


C1 = F/m (3.1.26) 
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填充 介 电 常数 为 的 均匀 电介质 ,如 图 3.1.3 所 示 。 试 求 同 轴线 单位 长 度 的 
电容 。 


图 3.1.3 同 轴线 


解 : 设 同 轴线 的 内 、 外 导体 单位 长 度 带电 量 分 别 为 o 和 pi, 应 用 高 斯 定律 
求 得 内 外 导体 间 任 意 点 电场 强度 为 


0 


Bp) ey 天 这 

内 、 外 导体 间 的 电压 为 
ls 1 0 
Si | Ep) ~ a ee ee 

同 轴 线 单位 长 度 的 电容 为 

Pp: 2xée 

GE or “lm (3.1.27) 
2. 部 分 电容 


在 工程 应 用 中 ,经 常 遇 到 由 三 个 或 更 多 的 导体 组 成 的 多 导体 系统 。 例 如 , 计 
及 大 地 作用 的 架空 平行 双 线 传输 线 .耦合 带 状 线 .屏蔽 多 芯 电缆 等 。 在 多 导体 系 
统 中 ,任何 两 个 导体 间 的 电压 都 要 受到 其 余 导体 上 的 电荷 的 影响 。 因 此 ,研究 多 
导体 系统 时 ,必须 将 电容 的 概念 推广 ,引入 部 分 电容 的 概念 。 所 谓 部 分 电容 ,是 
指 多 导体 系统 中 ,一 个 导体 在 其 条 导体 的 影响 下 ,与 另 一 个 导体 构成 的 电容 。 

(1) 电位 系数 

图 3.1.4 表示 N 个 导体 和 大 地 构成 的 多 导体 系统 ,各 导体 的 位 置 、 形 状 及 
周围 介质 均 是 固定 的 ,到 大 地 为 电位 参考 点 ( 零 电 
位 点 )。 当 这 个 导体 系统 中 的 任何 一 个 导体 上 充 Q 0 
以 电荷 时 , 它 将 以 一 定 的 方式 使 所 有 导体 (包括 充 
以 电荷 的 导体 本 身 ) 具 有 一 定 的 电位 。 由 于 电位 
与 各 导体 所 带电 荷 量 之 间 成 线性 关系 ,所 以 各 导 人 
体 的 电位 为 图 3.1.4 多 导体 系统 
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Pp1 一 all9l1 十 ai292 十 十 alNGN 


2 = a2191 十 a2292 十 …… 十 a2N GN 
(3.1.28a) 


PN = QNI191 十 CN292 十 … 十 QNN YN 


或 表示 为 


N 2 
gi= ag (i=1,2,.%,N) (3.1.28b) 
ji! | 


式 中 的 oz 称 为 电位 系数 。 下 标 相同 的 ai; 称 为 自 电 位 系数 ,下 标 不 同 的 ai; (i 了 
7 ) 称 为 互 电 位 系数 。 电 位 系数 a; 有 以 下 特点 : 

Q@ 在 数值 上 等 于 第 7 个 导体 上 的 总 电量 为 一 下 全 休息 的 总 
电量 都 为 零 时 ,第 i 个 导体 上 的 电位 , 即 


Qj lql="=9, 1= 4g = gy=0 


@ wj; 只 与 各 导体 的 形状 .尺寸 \ 相 互 位 置 以 及 导体 周围 的 介质 参数 有 关 ,而 
与 各 导体 的 电位 和 带电 量 无 关 ; 

@ 所 有 电位 系数 a; >0, 且 具有 对 称 性 , 即 a; = aj;。 

(2) 电容 系数 

对 方程 (3.1.28a) 求 解 ,可 得 各 导体 上 的 电荷 量 


qi = Bipi + Bizgp2 + *** + PINPN 


d2 = Bai9pi + B2292 + *** + ByNON 
4 (3.1.29a) 


ee 


Qn = Dapl+ Bn292 + *** + BNNON 


或 表示 为 


N 
gi = DBp (i= 1,2,%,N) (3.1.29b) 
j=1 


式 中 B 称 为 电容 系数 或 感应 系数 。 下 标 相同 的 系数 Bs 称 为 自 电容 系数 或 自 感 
应 系数 ,下 标 不 同 的 系数 B,(i 关 j) 称 为 互 电容 系数 或 互感 应 系数 。 电 容 系数 6 
具有 以 下 特点 : 

QD By 在 数值 上 等 于 第 j 个 导体 的 电位 为 一 个 单位 而 其 余 导体 接地 时 ,第 ; 
个 导体 上 的 电量 , 妈 
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gi 
Bi 人 上 a 
;i Pi pi Pa 9N=0 


@ By 只 与 各 导体 的 形状 尺寸 .相互 位 置 以 及 导体 周围 的 介质 参数 有 关 , 而 
与 各 导体 的 电位 和 带电 量 无 关 ; 
井 己基 有 对 称 性 , 即 Bi 过 Bi; 互 电容 系数 Bi;0(ij) 9 自 电容 系数 B; > 


0; 
@ 电容 系数 8B; 与 电位 系数 @;; 的 关系 为 


1 bm 


的 余子 式 。 | 
(3) 部 分 电容 


引入 符号 C7 Bali 天 7) 和 Ca = Bunt Bazt* + Bin = 2 Bs , 则 方程 
组 (3.1.29) 可 改写 为 


91 一 (B11 下 Bf 人 2 十 训 训 生 Bin) 91 ee Biz( pi 92) I Bin( 91 pn) 


上 


Cu(g1 -0)+ Caool 一 go)T…+CNCpl — PN) 


1 gqg2= Corpo2 一 pl)+ Capa 一 0)+…+CzNCp2z 一 ON) (3.1.30a) 


gqN= Cm(YN — pi) + CNa( YN ~ 92) + *** + Cun(9N -0) 

或 表示 为 z 
nN、 

Sp Ci (pi - gi) + Cag: (i = 1,2,.…,N) (3.1.30b) 
ji 


上 式 表 明 多 导体 系统 中 的 任何 一 个 导体 的 电荷 是 由 N 部 分 电荷 组 成 。 例 如 , 导 
体 1 的 电荷 gi 的 第 一 部 分 gu = Cii( 1 一 0) 与 导体 1 的 电位 pl( 即 导体 1 与 地 


之 间 的 电压 ) 成 正比 ,比值 Cu = "0 是 导体 1 与 地 之 间 的 部 分 电容 ;第 二 部 分 


.412 Ciz(91 过 g2) 一 C12 Di 与 导体 lL:2 间 的 电压 成 正比 ， 比值 Ci12 二 则 为 
导体 1、2 间 的 部 分 电容 ;……。 
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在 多 导体 系统 中 ,每 一 导体 与 地 之 间 以 及 与 其 它 导体 之 间 都 存在 部 分 电容 。 
Ci= 于 是 导体 ; 与 地 之 间 的 部 分 电容 , 称 为 导体 i 的 自 有 部 分 电容 。Cy = 


二 (i 天 站) 是 导体 i 与 导体 j 之 间 的 部 分 电容 , 称 为 导体 i 与 导体 j 之 间 互 有 


部 分 电容 。 部 分 电容 有 以 下 特点 : 
”“”@ C; 在 数 信 上 等 于 全 部 导体 的 电位 都 为 一 个 单位 时 ,第 i 个 导体 上 总 电荷 
量 的 值 ; 

@ C; (i 取 门 在 数值 上 等 于 第 j 个 导体 上 的 电位 为 一 个 单位 其余 导 体 都 接 
地 时 ,第 i 个 导体 上 感应 电荷 的 大 小 ; 

@ 所 有 部 分 电容 都 大 于 零 , 即 C, >0; 

@ 部 分 电容 具有 对 称 性 , 即 C, = C;。 


由 N+I 个 导体 构成 的 系统 共有 站 CN 二 个 部 分 电容 ,这 些 部 分 电容 形成 
一 个 电容 网 络 。 以 计 及 大 地 影响 的 平行 双 线 传输 线 为 例 ,如 图 3.1.5 所 示 , 有 三 


个 部 分 电容 Cii ~ (3 Co 导线 :2 间 的 等 效 9 下 多 
民有 GO 
输入 电容 为 C1 = Cu + 天 ;导线 1 和 大 
Cn 十 C2 ! | 
CG Cs Cu 三 二 C2 


地 间 的 等 效 输入 电容 为 C, 到 (Cj 十 EC C2 


导线 2 和 大 地 间 的 等 效 输入 电容 为 Ci; = C,, + PP 
Ci Cn > YM Mh Z 旦 小 、 

CTC; 通过 实验 测 得 C1、Cs 和 C; ,就 可 计 ”图 3.1.5 大 地 上 空 的 平行 双 导 线 

算出 各 个 部 分 电容 。 多 数 实际 的 多 导体 系统 的 各 个 部 分 电容 只 能 通过 实验 测量 

得 到 。 


3.1.4 项 电 场 的 能 量 


静电 场 最 基本 的 性 质 是 对 静止 电荷 有 作用 力 ,这 表明 静电 场 有 能 量 。 电 场 
能 量 来 源 于 建立 电荷 系统 的 过 程 中 外 界 提 供 的 能 量 。 例 如 ,给 导体 充电 时 ,外 电 
源 要 对 电荷 做 功 , 提 高 电荷 的 电位 能 ,这 就 构成 了 电荷 系统 的 能 量 。 

本 节 要 讨论 的 是 静电 场 的 能 量 , 故 假设 导体 和 介质 都 是 固定 的 , 目 介质 是 线 
性 和 各 向 同性 的 。 

1. 静电 场 的 能 量 

因为 要 讨论 的 是 系统 被 充电 并 达到 稳定 后 的 电场 能 量 , 故 应 与 充电 过 程 无 
关 。 我 们 假设 系统 从 零 开 始 被 充电 ,充电 完毕 后 的 最 终 电荷 分 布 为 op, 电 位 函数 
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为 gp。 如 果 在 充电 过 程 中 使 各 点 的 电荷 密度 按 最 终 值 的 同一 比例 因子 a 增加 ， 

则 各 点 的 电位 也 将 按 同 一 比例 因子 a 也 就 是 说 ,充电 过 程 中 某 一 时 刻 的 
电荷 分 布 为 ao ,其 电位 分 布 就 为 ap。 令 a 从 0 到 1, 把 充电 过 程 用 无 数 次 增加 
微分 电位 的 过 程 的 于 加 来 表示 , 则 当 人 +da) 时 ,对 于 某 体积 元 dV ,其 电位 
为 ap , 欲 送 入 微分 电荷 (dao)dV ,外 电源 需要 做 的 功 是 (ap)(dao)daV。 因 此 对 
整个 空间 ， 外 电源 所 做 的 总 功 为 


| (ap) (dap)dV 


er 恒定 律 ,外 电源 所 做 的 功 转换 为 电场 的 能 量 , 因 此 整个 空间 增加 的 电 


能 量 为 
dW,。 = | (ap) (dap)dv 


充电 过 程 完 成 后 ,系统 的 总 能 量 为 


1 
W. = | ade| ,ppdv = 二 | opay (3.1.31) 
电场 能 量 的 单位 是 (焦耳 )。 
如 果 电 和 荷 是 以 面 密度 os 分 布 在 曲面 S 上 , 则 式 (3.1.31) 变 为 
W. = 了 | .espds (3.1.32) 
注意 , 式 (3.1.31) ` 式 (3.1.32) 中 , p 分 别 是 电荷 元 pdV、psdS 所 在 点 的 电位 ， 


积分 遍及 整个 有 电荷 的 区 域 。 
对 于 多 导体 组 成 的 带电 系统 ,因为 每 个 导体 上 的 电位 为 常数 , 则 式 (3.1.32) 
变 为 


"nl dS) = $3 pg (3.1.33) 


例如 , 双 导 体系 统 被 充电 1 带电 荷 为 + 9， 时 从 和 党 志和 有 为 一 q; 电 位 分 
别 为 是 pl 和 ps, 则 电场 能 量 为 


¢ 
< 牛 
次 


1 1 1 
Ws pt 9p (PL 9p2) 


= aU = 六 CU? (3.1.34) 


2. 能 量 密度 
电场 能 量 存在 于 整个 电场 空间 。 下 面 导出 用 电场 矢量 表示 的 计算 电场 能 
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的 公式 。 将 p= V:D 代入 式 (3.1.31) 得 


W,。= 了 cv “D)opdV = 了 | ,tv “(gD)- vo: DjdVv 


= 了 2 了 | 
= 本 ypD ds + 7],E: DdV 


上 式 中 应 用 了 矢量 公式 V (oh4)=pV':4+4:.Vop 和 高 斯 散 度 定 理 。 

在 式 (3.1.31) 中 的 体积 分 是 对 整个 空间 的 积分 ,因为 只 有 那些 存在 电荷 的 
空间 才 对 积分 有 贡献 ,故我 们 把 积分 区 域 无 限 扩大 并 不 会 影响 积分 的 结果 。 当 
积分 的 体积 无 限 扩大 时 ,包围 该 体积 的 表面 积 也 将 无 限 扩 大 。 只 要 电荷 是 分 布 
在 有 限 区 域内 , 当 闭 合 面 S 无 限 扩 大 时 ,有 限 区 域内 的 电荷 就 可 近似 为 一 个 点 
电荷 。 这 样 ,就 可 利用 点 电荷 产生 的 电位 pg、 电 位 移 矢 量 D 的 以 下 关系 


1 1 
PO De 


故 | gD | oc 三 ,而 闭合 面 的 面积 Sccr , 故 当 oo 时 , 必 有 


1 ; 1 2 1 My 
;4 op dS cc -37 ec 本 0 
则 得 
W。= 才 | E.Ddv (3.1.35) 
2Jv 
对 于 线性 和 各 向 同性 介质 ,D= eE, 故 上 式 可 表示 为 
W. = 于 | 过 二 | <E2dV (3.1.36) 
2 V 2 人 : 


上 式 表明 电场 能 量 储存 在 电场 不 为 零 的 空间 ,能 量 密度 为 


i 5D 本 坟 eE? C9 1 


能 量 密度 的 单位 是 J/m (焦耳 / 米 ”)。 

例 3.1.6 半径 为 a 的 球形 空间 均匀 分 布 着 体 电 荷 密度 为 o 的 电荷 , 试 求 
电场 能 量 。 

解 : 方法 之 一 :利用 公式 (3.1.36) 计 算 

根据 高 斯 定律 求 得 电场 强度 


E, = er 4- r<a 
0 
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3 
E, = e, -2 r>a 


” 3eo0r? 
故 
1 2 1 2 
W,.= oa eoEidV 二 5 eoE2dV 
1 y 2 
ee 3 (ss)s 
|. , | r“sin GdOd$dr + 区 De sin 0d0dgdr 
下 2xo2as 2rpo?a” 4nrp’a’ 
.45e0 9s0 lSeo 
方法 之 二 : 利用 公式 (3.1.31) 计 算 
先 求 出 电位 分 布 
i | i pa _ or’ 
91 二 J, “dr+ | E, “dr = 上’ Be + | CR = ge 0 ra 


co oo 3 3 
一 ee” A | -一己 
0D2 上 FE, dr | 3 dr 3e0r > r 之 Qa 


故 


四 1 | | 区 
W,.= $| ppdv = 了 jj ,PPir sin 0dbdgdr 

2 nT a 2 2 2 5 

= 2| ds| sin 9d0| Cr Ce = ee 

0 0 0 \2e0 eo ~ lSeo 


” 
< 


3.1.5 静电 力 


在 静电 场 中 ,各 个 带电 体 都 要 受到 电场 力 的 作用 。 原 则 上 ,带电 体 之 间 的 静 
电力 可 用 库仑 定律 来 计算 ,但 对 于 电荷 分 布 形状 较为 复杂 的 带电 体 ,这 种 计算 往 
往 是 很 因 难 的 。 这 里 介绍 用 虚 位 移 法 来 计算 静电 力 。 

采用 虚 位 移 法 计算 静电 力 要 用 到 广义 坐标 和 广义 力 的 概念 。 所 谓 广义 坐 
标 ,是 指 确定 系统 中 各 带电 导体 的 形状 .尺寸 和 位 置 的 一 组 独立 几何 量 ;而 企图 
改变 某 一 广义 坐标 的 力 ,就 称 为 对 应 于 该 坐标 的 广义 力 。 广 义 力 乘 上 由 它 引 起 
的 广义 坐标 的 增 量 ,就 等 于 所 做 的 功 。 

在 由 NN 个 导体 组 成 的 系统 中 ,假设 只 有 第 i 个 带电 导体 在 电场 力 F; 的 作 
用 下 有 一 个 广义 坐标 g; 发 生 位 移 dg;, 则 电场 力 做 功 Fidg; ,系统 的 静电 能 量 增 
加 量 为 dW。, 根 据 能 量 守 恒定 律 , 该 系统 的 功能 关系 为 
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dWs = Fidg + dW (3.1.38) 


式 中 的 dWr。 是 与 各 带电 体 相 连接 的 外 电源 所 提供 的 能 量 。 静 电力 可 分 为 以 下 
两 种 情况 : | 

1. 假设 各 带电 体 的 电荷 保持 不 变 ( 恒 电荷 系统 ) 

当 第 i 个 导体 发 生 虚 位 移 时 ,所 有 带电 体 都 不 和 外 电源 连接 ,此 时 dWs = 
0 , 则 由 式 (3.1.38) 得 


F,deg:; 二 dW。| ,= 常数 


3W.。 
9 gi; 1g= 常 数 
式 中 的 “~- ”号 表明 此 时 电场 力 做 功 是 靠 减 少 系统 的 电场 能 量 来 实现 的 ,因为 系 
统 与 外 电源 断 开 , 没 有 提供 能 量 。 
2. 假设 各 带电 导体 的 电位 保持 不 变 ( 恒 电位 系统 ) 
当 第 i 个 导体 发 生 虚 位 移 时 ,所 有 导体 应 分 别 与 外 部 电源 相连 接 。 此 时 外 
部 电压 源 供给 的 能 量 为 


(3.1.39) 


dWs = 2d( gi9:) = 之 /Pidgi 
根据 式 (3.1.33) 得 到 系统 的 静电 能 量 增 量 为 


1 sn 
dW.。 二 7 2 9idg: 
i=1 


可 见 , 外 电压 源 向 系统 提供 给 系统 的 能 量 只 有 一 半 是 用 于 静电 能 量 的 增加 , 另 一 
半 则 是 用 于 电场 力 做 功 , 即 电 场 力 做 功 等 于 静电 能 量 的 增 量 


F;dg:; = dW 9g 二 常数 


9W., 
2 9 g; 1g= 常 数 
以 上 两 种 情况 得 到 的 结果 应 该 是 相同 的 。 因 为 事实 上 带电 体 并 没有 发 生 位 
移 ,电场 分 布 当然 也 没有 发 生变 化 ,由 式 (3.1.39) 和 式 (3.1.40) 求 得 的 是 所 讨论 
的 系统 在 当时 状态 下 的 电荷 和 电位 所 对 应 的 静电 力 。 
例 3.1.7 有 一 平行 板 电 容器 , 极 板 面积 为 ;x5, 板 间距 离 为 & ,用 一 块 介 
电 常 数 为 s 的 介质 片 填充 在 两 极 板 之 间 (z< 7) ,如 图 3.1.6 所 示 。 设 极 板 间 外 


(3.1.40) 
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加 电压 为 Uo , 求 介 质 片 所 受 的 静电 力 。 


图 3.1.6 部 分 填充 介质 的 平行 板 电容 器 


解 : 部 分 填充 电介质 的 平行 板 电 容器 的 电容 为 (忽略 边缘 效应 ) 


Oe 


d d 
故 电容 器 储存 的 电场 能 量 为 
Uz? 
W. = 到 CU = 32[eo(t — zx)+ex] 


当 电 容器 与 电源 相连 接 时 ,Uo 保持 不 变 , 设 位 移 变量 为 x, 由 式 (3.1.40)， 
可 得 介质 片 受到 的 静电 力 为 
_ bl(e ~ e0) Uo 
” 9 | p= 常数 2d 
因为 。>eo ,所 以 介质 片 所 受到 的 力 有 把 介质 片 拉 人 电容 器 极 板 间 的 趋势 。 
当 电 容器 被 充电 后 与 电源 断 开 , 则 极 板 上 的 电荷 g 保持 不 变 , 电 容器 的 储 


全 过 dg” 
eC ~ 26[leo(1 — zx) + ez 


则 由 式 (3.1.39) 求 得 介 质 片 受到 的 静电 力 为 


F _ 9W. et dl(e — eo)q” 
97z la= 常 数 2bleo(1 一 x)+ ez] 


考虑 到 下 面 的 关系 


bU 
gq = CUN = 7 Lal! er] 


ble 村 eo) US 


二 34 
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若 电流 密度 矢量 J(r) 不 随时 间 变 化 , 它 仅 是 空间 坐标 的 函数 , 则 构成 一 个 
恒定 电流 场 。 要 在 导电 媒质 中 维持 恒定 电流 ,必须 存在 一 个 恒定 电场 。 本 节 将 
讨论 恒定 电场 的 基本 性 质 ,并 将 它 与 静电 场 比较 。 

3.2.1 恒定 电场 的 基本 方程 和 边界 条 件 


1. 基本 方程 
电流 密度 J(r) 和 电场 强度 E(r) 是 恒定 电场 的 基本 场 矢量 。 我 们 讨论 的 
是 恒定 电流 ,要 维持 电流 不 随时 间 变 化 , 则 空间 的 电场 也 必须 是 恒定 不 变 的 ,这 


就 要 求 电荷 的 空间 分 布 也 不 随时 间 变化 ,所 以 有 52 =0。 根 据 电流 连续 性 方程 


| (J+ 各 jaV = 0 得 
V t 
中 7 .as = 0 (3.2.1a) 


相应 的 微分 形式 

V.J=0 (3.2.1b) 
式 (3.2.1a) 表 明 从 闭合 面 S 穿 出 的 电流 恒 为 零 , 因 而 闭合 面包 围 的 体积 内 的 电 
量 也 不 随时 间 改 变 。 故 我 们 可 以 得 出 结论 :尽管 电流 是 电荷 的 运动 ,但 在 恒定 电 
流 的 状态 下 电荷 分 布 并 不 随时 间 改 变 。 由 此 我 们 可 以 认定 恒定 电场 也 是 保守 
场 ,电场 强度 沿 任 一 闭合 路 径 的 线 积分 恒 为 零 , 即 


bE “dl=0 (3.2.2a) 
| VxE=0 (3.2.2b) 

因而 ,恒定 电场 也 可 用 电位 梯度 表示 
E=- Vy (3.2.3) 


式 (3.2.14) 和 式 (3.2.2a) 是 恒定 电场 基本 方程 的 积分 形式 ; 式 (3.2.1b) 和 和 式 
(3.2.2b) 则 是 对 应 的 微分 形式 。 
将 J=og= 一 o Vp 代入 V:J=0, 可 以 导出 均匀 导电 媒质 (o = 常数 ) 中 的 
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电位 满足 拉 普 拉 斯 方程 , 即 
V9 =0 ; (3.2.4) 


2. 边界 条 件 
将 恒定 电场 基本 方程 的 积分 形式 (3.2.1a) 和 式 (3.2.2a) 应 用 到 两 种 不 同 导 
电 媒质 的 分 界面 上 ,可 导出 恒定 电场 的 边界 条 件 为 


eu (J1 — J2) =0 或 Jin = 2n . (3.2.5) 
ernX (Ei~E,) = 0 或 Ei = Et (3.2.6) 
由 于 J=oE= -ovp, 因 此 ,电位 函数 的 边界 条 件 为 


pp 9 | 
二 人 o < (3.2.7) 


<1 on 2 gn 
pl = 92 (3.2.8) 


应 该 注意 ,由 于 导体 内 存在 恒定 电场 ,根据 边界 条 件 可 知 ,在 导体 表面 上 的 电场 
既 有 法 向 分 量 , 又 有 切 向 分 量 , 电 场 撩 量 E 并 不 垂直 于 表面 ,因而 此 时 的 导体 表 
面 不 是 等 位 面 。 由 式 (3.2;5) 和 式 (3.2.6) 可 导出 场 和 撩 量 在 分 界面 上 的 折射 关系 


tan 0 oi (3.2 .9) 


tan 0 co 


3.2.2 午 定 电场 与 静电 场 的 比拟 


纵 观 前 面 的 讨论 ,我 们 看 到 均匀 导电 媒质 中 的 恒定 电场 (电源 外 部 ) 和 均匀 
电介质 中 的 静电 场 (电荷 密度 p=0 的 区 域 ) 有 很 多 相似 之 处 , 表 3.2.1 列 出 两 种 
场 的 基本 方程 和 边界 条 件 。 

表 3.2.1 恒定 电场 与 静电 场 的 比拟 


均匀 导电 媒质 中 的 恒定 电场 (电源 外 部 ) 均匀 电介质 中 的 静电 场 (o=0 的 区 域 ) 
bp Ed=0 PE-d=0 z 
a PI.ds=0 bp.ds=0 
VxE=0 VxE=0 
V:.J=0 V.D=0 
本 构 关 系 J=oE | D=¢eE 
立 7 20 = “9= 
位 函数 方程 VDp=0 Vg=0 
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续 表 
均匀 导电 媒质 中 的 恒定 电场 (电源 外 部 ) 均匀 电介质 中 的 静电 场 (o=0 的 区 域 ) 
Ei.= Ez El.= Ez 
J1n= J2n Di,= Dyn 
et P1™ Pp2 Pp1™ Pp2 


从 表 3.2.1 可 看 出 ， 两 种 场 的 各 个 物理 量 之 间 有 以 下 一 一 对 应 关系 :E 名 
E%w\J 政 Dome、g 鲁 下 9 泗 。 因 为 两 种 场 的 电位 都 是 拉 普 拉 斯 方程 的 解 ,所 以 
当 两 种 场 用 电位 表示 的 边界 条 件 相同 时 , 则 两 种 场 的 解 的 形式 必定 是 相同 的 。 
因此 ,对 于 欲求 解 的 恒定 电场 问题 ,如 果 对 应 的 具有 相同 边界 形状 的 静电 场 问 题 
的 解 为 已 知 , 则 恒定 电场 的 解 便 可 利用 上 面 的 对 偶 关 系 直 接 写 出 ,无需 重 新 求 
解 ,这 个 方法 也 称 为 静电 比拟 法 。 

在 静电 场 中 ,两 导体 间 充 满 介 电 常数 为 e 的 均匀 电介质 时 的 电容 为 


中 D.ds cE “ds 


多 
pea pea 
1 


= 芳 = (3.2.10) 


式 中 的 g 是 带 正 电荷 的 导体 1 上 的 电量 , U 是 两 导体 间 的 电压 。 
在 恒定 电场 中 两 个 电极 间 充 满 电 导 率 为 o 的 均匀 导电 媒质 时 的 电导 为 


py dS 中 王 . dS 


Ps ee 了 (3.2.11) 


5 
式 中 的 工 是 从 导体 1( 电 极 1) 表 面 流 出 的 电流 。 注 意 ,电极 是 由 良 导体 构成 , 电 
极 内 的 电场 可 视 为 零 , 电 极 表面 可 视 为 等 位 面 , 从 而 导出 式 (3.2.11)。 比 较 式 
(3.2.10) 和 式 (3.2.11) 可 看 出 ,如 果 在 静电 场 中 两 导体 的 电容 为 已 知 , 则 用 同样 
的 两 个 导体 作 电 极 时 ,填充 均匀 导电 媒质 的 电导 就 可 直接 从 电容 的 表达 式 中 将 
e 换 成 o 而 得 到 。 

静电 比拟 法 也 在 实验 中 得 到 了 应 用 ,为 了 用 实验 研究 静电 场 , 常 采用 恒定 电 
流 来 模拟 静电 场 , 因 为 在 恒定 电场 中 进行 测量 要 比 在 静电 场 中 测量 容易 得 多 。 

例 3.2.1 同 轴 线 的 内 导体 半径 为 a, 外 导体 的 内 半径 为 5, 内 外 导体 之 间 
填充 一 种 非 理 想 介质 ( 设 其 介 电 常数 为 se, 电导 率 为 o)。 试 计算 同 轴线 单位 长 
度 的 绝缘 电阻 。 
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解 : 方法 之 一 : 用 恒定 电场 的 基本 关系 式 求解 

假设 同 轴线 的 内 外 导体 间 加 恒定 电压 Ui ,由 于 填充 介质 的 o 取 0, 介质 中 的 
漏电 流 沿 径 向 从 内 导体 流 到 外 导体 。 另 外 ,内 外 导体 中 有 轴 向 电流 ,导体 中 存在 
很 小 的 轴 向 电场 E, ,因而 漏电 介质 中 也 存在 切 向 电场 ,但 E, < 妇 忆 ,, 故 可 忽略 
开 - 。 介 质 中 任 一 点 处 的 漏电 流 密度 为 


I 


e 一 一 一 一 
? 2T0 
式 中 的 了 是 通过 半径 为 p 的 单位 长 度 同 轴 圆 柱 面 的 漏电 流 。 电 场 强 度 为 
2 I 
人 人 2Ta0 


而 内 外 导体 间 的 电压 为 
“< 了 b 
U, = |E.dp = | 2 一 元 7 三 
则 得 同 轴线 单位 长 度 的 绝缘 电阻 (漏电 阻 ) 为 


R= ln 4 


方法 之 二 : 用 静电 比拟 法 求解 
由 例 3.1.5 得 到 同 轴 线 单位 长 度 的 电容 为 


2ne 
25 In( bf/a) Flm 
因此 , 同 轴线 单位 长 度 的 漏电 导 为 


则 得 绝缘 电阻 为 
二 让 jn 过 Oh 


例 3.2.2 计算 半球 形 接地 器 的 接地 电阻 。 

解 ; 通常 要 求 电 子 、 电 气 设备 与 大 地 有 良好 的 连接 ,将 金属 物体 埋 入 地 内 ， 
并 将 需 接地 的 设备 与 该 物体 连接 就 构成 接地 器 。 当 接地 器 埋藏 不 深 时 可 近似 用 
半球 形 接地 器 代替 ,如 图 3.2.1 所 示 。 


接地 电阻 是 指 电流 由 接地 器 流 人 大 地 再 向 无 限 远 处 扩散 所 遇 到 的 电阻 , 主 
要 是 接地 器 附近 的 大 地 电阻 。 
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图 3.2.1 半球 形 接地 器 
设 大 地 的 电导 率 为 c, 流 过 接地 器 的 电流 为 了, 则 大 地 中 的 电流 密度 为 


“和 2r7 
故 
读 : 一 了 
es o 2 2ror’ 
al i | 
A | Ear a] r2 ” ”2roa 
则 接地 电阻 为 
_U__l 
k= I 2xoa 


也 可 用 静电 比拟 法 求 得 接地 电阻 。 均 匀 介 质 中 的 孤立 球 的 电容 为 C = 
4rea , 若 均 匀 导 电 媒 质 中 孤立 球 的 电 时 为 G = 4xoa ,半球 的 电导 为 Gy¥ 球 = 
2xoa , 故 半 球形 接地 器 的 接地 电阻 为 


恒定 磁场 是 由 恒定 电流 激发 的 ,是 电磁 场 的 另 一 种 重要 的 和 特殊 的 形式 。 
3.3.1 恒定 磁场 的 基本 方程 和 边界 条 件 


1. 基本 方程 
考虑 到 恒定 磁场 的 源 (恒定 电 流 ) 和 场 量 (也 、 殖 ) 不 随时 间 变 化 这 一 特征 ,由 
麦克 斯 韦 方程 组 得 出 恒定 磁场 的 基本 方程 为 
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积分 形式 
pH.d= | :ds (3.3.1) 
C Ss 
b 8 .dS=0 2 
微分 形式 
| vxH=J (3.3.3) 
V.B=0 (3.3.4) 
以 及 
B= ,H (C3 


”基本 方程 表明 恒定 磁场 是 无 源 (无 通 量 源 ) 有 旋 场 ,恒定 电流 是 产生 恒定 磁 
场 的 旋涡 源 ;磁力 线 是 与 源 电流 相交 链 的 闭合 曲线 。 
2. 边界 条 件 
在 不 同 磁 介质 的 分 界面 上 一 般 都 存在 着 磁化 面 电流 ,B 和 五 在 经 过 分 界面 
时 要 发 生 突变 。 在 分 界面 上 B 满足 的 关系 式 为 


eu (Bi-B))=0 或 Di=B， (3.3.6) 
表明 分 界面 上 B 的 法 向 分 量 是 连续 的 。 
在 分 界面 上 HH 满足 的 关系 式 为 
e,。X (Hi~ H,)= Js 或 Hi. ~ Hy = Js (3.3.7) 
若 分 界面 上 不 存在 自由 面 电 流 (Js=0) , 则 
eX(Hi-H)=0 或 万 = 万， (3.3.8) 
表明 此 时 的 磁场 强度 切 向 分 量 是 连续 的 。 
3.3.2 矢量 磁 位 和 标量 磁 位 


根据 恒定 磁场 的 特征 ,也 可 以 在 磁场 中 引入 位 函数 。 
1. 矢量 磁 位 
利用 磁场 的 无 散 度 特征 (V .了 = 0) ,用 一 矢量 的 旋 度 V x A 来 计算 磁感应 
强度 BB, 这 是 因为 一 个 矢量 的 旋 度 再 取 散 度 恒 等 于 零 , 即 V.(V x 4)=0, 而 7- 
B =0, 故 令 


B=VxA (3.3.9)- 
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式 中 的 4 为 矢量 磁 位 ,或 称 磁 矢 位 ,单位 是 下 m( 特 斯 拉 : 米 ), 它 是 一 个 辅助 矢 
量 。 

根据 交 姆 霍 兹 定理 ,要 惟一 地 确定 一 个 矢量 必须 同时 给 出 它 的 旋 度 和 散 度 。 
因此 ,要 惟一 确定 磁 矢 位 A ,必须 对 4 的 散 度 作 一 个 规定 。 对 于 恒定 磁场 ,一 般 
规定 , 

V.A=0 (3.3.10) 
并 称 这 种 规定 为 库仑 规范 。 在 这 种 规范 下 , 磁 矢 位 4 就 被 惟一 确定 。 
任 


在 均匀 、 线 性 和 各 向 同性 的 磁 介 质 中 ,| i xA 代 入 VXH= 


pA 


了, 得 
VxVvxA=u 


又 利用 矢量 恒等式 x V x4=V(V'4)-YV24 和 库仑 规范 V .A =0, 得 到 


V24 =—- uJ (3.3.11) 
上 式 称 为 磁 矢 位 4 的 泊 松 方程 。 在 无 源 区 域 (J =0) ,有 
VA4A=0 (3.3.12) 


上 式 称 为 磁 矢 位 4 的 拉 普 拉 斯 方程 。 
在 直角 坐标 系 中 ,A = e, A, + e,A,1+e,A,、J=e,J;+e,Jy+ esJi, 邦 式 
(3.3.11) 可 表示 为 
V’(e, A, + e,A, + es As) =— jy(erJ, + eyJ, + esJ;) 
由 于 e;、e, 和 e, 均 为 常 矢量, 故 上 式 可 分 解 为 三 个 分 量 的 泊 松 方程 , 即 


Vv’A, = Hz 
V*A, =— WW, (3.3.13) 
Vv As = ps 


式 (3.3.13) 所 示 的 三 个 分 量 泊 松 方程 与 静电 位 9p 的 泊 松 方程 形式 相同 ,可 
以 确认 它们 的 求解 方法 和 所 得 到 的 解 的 形式 也 应 相同 , 故 可 参照 电位 9 的 形式 
直接 写 出 


A, = E dV + C。 
4rJv 17 一 7 | 
<4A = 全 由 dv +C (3.3.14) 
> 4rJw Ilr-r | ee 
汪汪 de 
4rJ 17 一 7 | 
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将 以 上 三 个 分 量 要 加 即 得 磁 矢 位 泊 松 方程 的 解 


A = 大 | Te (3.3.15) 
njJjv|lr rr | 


上 式 中 的 C= e,C, + e,C, +e.C, 为 常 天 量 , 它 的 存在 不 会 影响 B。 
同样 可 以 写 出 


_ Kk WE 
4 = 大 | ,TiS +C (3.3.16) 
_£ I , 
= 着 rd + SS 
可 见 , 电 流 元 产生 的 磁 矢 位 dA 是 与 电流 元 矢量 平行 的 矢量 ,这 是 引入 磁 矢 位 的 


优点 之 一 。 
根据 恒定 磁场 在 不 同 媒 质 分 界面 上 的 边界 条 件 


e» xX (H, - H,) = J;, e,. (B11—-B,)=0 


以 及 BV Xx A ,可 得 到 不 同 媒质 分 界面 上 磁 矢 位 4 的 边界 条 件 为 
en 义 计 VXAi- 记 VX hs)= J (3.3.18) 
-2 LH2 


Al = A, (3.3.19) 


例 3.3.1 求 小 贺 环 电流 的 矢量 磁 位 和 磁场 。 

解 : 如 图 3.3.1 所 示 ,小 圆 环 的 半径 为 a ,通过 的 电流 为 I。 取 小 圆 环 位 于 
zy 平面 内 ,圆心 与 球 坐标 系 的 原点 重合 。 由 于 场 具 有 对 称 性 ,我 们 取 zz 平面 
内 的 一 点 P(r,0,0) 作 为 场 点 将 不 失 一 般 性 ,图 中 


> 
一 
一 
一 


图 3.3.1 小 圆 环 电流 
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r= er = ersinO+ exrcosb 
r = ea = eacos$ + ensing 
dl’ = eradg = (— esin $ + eycos $ )adyg” 


Ir—-r |= [(rsin 0- acos$) + (asin $)?+ (rcos 0)211? 
= (r?+ 4a? — 2arsin gcos $’)12 


对 于 远离 小 圆 环 的 区 域 ,有 > 之 a ,所 以 


2 -1/2 
I 二 | -sin Ocos | 


lr-r | r r 


-172 
一 二 [1 佐 sin Geos 8 一 十 [1 全 sin gcos $” 
7 rr r 天 


将 以 上 关系 式 代 和 人 式 (3.3.17) ,得 


- 名 2[ "+ 1 
4x Jo > 


1 十 全 sin gcos $” 人 ersin 风 + eycos 多 )d$’ 


由 于 在 $=0 面 上 e = es, 故 上 式 可 写 为 


Ixa? gas 
着 后 es sin 0 = eye asin 0 (3.3.20) 
nr 


式 中 S=xa? 是 小 圆 环 的 面积 。 
利用 球 坐 标 系 中 旋 度 的 计算 公式 ,可 得 到 小 圆 环 电流 的 远 区 磁感应 强度 为 


1 
B= VxA=e er sin 04y) — eg 一 7 六 (As) 
IS 
= 细 了 (er2cos 0 + egsin 0) (3.3.21) 


见 ,小 圆 环 电流 的 远 区 磁场 分 布 与 电 偶 极 子 的 远 区 电场 分 布 相似 , 于 是 将 小 圆 
环 电 流 称 为 磁 偶 极 子 ,并 把 IS 称 为 磁 偶 极 子 的 磁 和 矩 ,简称 磁 偶 极 和 矩 , 表 示 为 


pm = IS (3.3.22) 


这 样 , 式 (3,3.20) 又 可 写成 
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py (3.3.23) 
4nr 
或 
A(r) = tpn Xr (3.3.24) 
4nr | 


例 3.3.2 求 无 限 长 直线 电流 的 矢量 磁 位 。 

解 : 先 计算 如 图 3.3.2 所 示 的 长 度 为 21 
的 直线 电流 的 矢量 磁 位 。 电 流 元 Id 六 产生 的 
矢量 磁 位 


dA = e 


uoldz” 1 
4 工 V po2+(z 一 2 


对 直线 1 积分 ,得 


Irt < 
4 = o 全 -| 
sb 


一 之 才 元 V po2 二 (z—z)* 


1! 图 3.3.2 直线 电流 的 矢量 磁 位 


一 ! 


= 人 rnf(z Se oO] 


_ pol | (二 +VC x) rtp | 
SA el ee 


入 se 知 | ER ~ 从 [22) 
< 4 /2 2 < dx 
Tn 一 十 1 十 O 
5 
人 (3.3.25) 


可 见 , 当 /一 co 时 ,4 为 无 限 大 , 即 无 限 长 直线 电流 的 矢量 磁 位 为 无 限 大 。 为 了 
解决 这 一 困难 ,我 们 将 A =0 的 点 ( 即 矢 量 磁 位 的 参考 点 ) 选 取 在 p= po 处 , 即 令 


I 
A= “人 (和)+ CD 
27x 00 


故 有 
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这 样 做 是 允许 的 ,因为 在 4 的 表示 式 中 附加 一 个 常 矢量 C, 并 不 会 影响 B 的 计 
算 。 因 此 , 式 (3.3.25) 可 表示 为 


pgol, /21 rol EE xol ( 鱼 ， 
A = e, 2 ) ez pp 人 e。 2 元 ln 本 (3.3.26) 


相应 的 磁感应 强度 为 


34- _ ,ol 


= Vy 二 一 二 
B X 入 ey 3 4 3rp 


(3.3.27) 


2. 标量 磁 位 
若 所 研究 的 空间 不 存在 自由 电流 , 即 J=0, 则 此 空间 内 有 Y x 百 =0。 因 
此 ,也 可 以 将 豆 表 示 为 一 个 标量 函数 的 梯度 , 即 


H=- Von (3.3.28) 
式 中 的 pm 称 为 标量 磁 位 ,或 磁 标 位 。 
在 均匀 、 线 性 和 各 向 同性 的 媒质 中 ,将 B=yH、H= 一 Vom 代入 V.B=0 
中 ,得 


V.:B=V:.(uxH)=-yV:(Von)=0 


V2p。= 0 (3.3.29) 


此 即 标 量 磁 位 所 满足 的 拉 普 拉 斯 方程 。 
在 没有 自由 电流 的 两 种 不 同 媒质 的 分 界面 上 ,由 边界 条 件 e, x (Hi - H,) 
=0 和 e,'(Bi 一 B,)=0 可 导出 标量 磁 位 的 边界 条 件 为 
Pml 一 Pm2 (3.3.30) 


9 pm 99 
Ai a = £2 人 (3.3.31) 


3.3.3 电感 


在 线性 和 各 向 同性 的 媒质 中 ,电流 回路 在 空间 产生 的 磁场 与 回路 中 的 电流 
成 正比 。 因 此 , 穿 过 回路 的 磁 通 量 (或 磁 链 ) 也 与 回路 中 的 电流 成 正比 。 在 恒定 
磁场 中 ,把 穿 过 回路 的 磁 通 量 ( 或 磁 链 ) 与 回路 中 的 电流 的 比值 称 为 电感 系数 , 简 
称 电感 。 与 静电 场 中 定义 的 电容 C、 恒 定 电 场 中 定义 的 电阻 相似 ,电感 只 与 导体 
系统 的 几何 参数 和 周围 媒质 有 关 ,与 电流 、 磁 通 量 无 关 。 
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电感 可 分 为 自 感 和 互感 ,本 节 讨 论 自 感 和 互感 的 计算 。 

1. 自 感 

设 回路 中 的 电流 为 T, 它 所 产生 的 磁场 与 回路 交 链 的 自 感 磁 链 为 y, 则 磁 链 
y 与 回路 中 的 电流 I 成 正比 关系 ,其 比值 


本 们 (3.3.32) 


称 为 回路 的 自 感 系数 ,简称 自 感 。 自 感 的 单位 是 HH( 训 利 )。 

在 计算 粗 导 体 回路 的 自 感 时 ,通常 将 自 感 表示 为 内 自 感 工 ; 与 外 自 感 Lo 之 
和 。 导 体内 部 的 磁场 仅 与 部 分 电流 相交 链 , 相 应 的 磁 链 称 为 内 磁 链 ,用 y; 表示 ， 
则 内 自 感 为 


au 
L; = I (3.3.33) 
全 部 在 导体 外 部 的 闭合 的 磁 链 称 为 外 磁 链 ,用 yo 表示 , 则 外 自 感 为 


Lo = 昌 (3.3.34) 


回路 的 总 自 感 为 
L=L,+Lo (3.3.35) 


下 面 举例 说 明 两 种 常用 的 双 导 体系 统 的 自 感 的 计算 。 

例 3.3.3 计算 同 轴线 单位 长 度 的 电感 。 

解 : 设 同 轴线 的 内 导体 半径 为 a, 外 导体 的 内 半径 为 6, 外 导体 的 厚度 可 和 忽 
略 不 计 。 内 、 外 导体 之 间 是 空气 ,或 聚 乙烯 等 电 
介质 , 磁 导 率 为 uo; 内 、 外 导体 材料 一 般 是 金属 
铜 , 磁 导 率 也 是 yo。 同 轴线 的 横 截面 如 图 3.3.3 
所 示 。 

设 同 轴线 中 的 电流 为 1, 根据 安培 环 路 定律 求 
得 内 导体 中 任意 一 点 的 磁感应 强度 为 


2 让 
et 0 To_ 一 0 
B. = ey :- J eg ad lt 0 O a 图 3.3.3 同 轴线 的 横 截 面 
| ! 2xp ra’ # ra? CO 0 


穿 过 由 轴 向 为 单位 长 度 、 宽 为 dp 构成 的 矩形 面积 元 dS = egl'dpo = esdp 的 磁 通 
为 < 
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I 
dy, = B,;: ds 一 0 Cdp 
a 


因为 与 dg, 这 一 部 分 磁 通 相交 链 的 电流 不 是 导体 中 的 全 部 电流 了 ,而 只 是 了 的 
一 部 分 了 ,两 者 的 关系 为 


2 2 
Ms (oO I 


所 以 ,与 dG; 相应 的 磁 链 为 


/ To3 
dV; = 于 d@ = Ldp 


2rna’ 
内 导体 中 单位 长 度 的 自 感 磁 链 总 量 为 
是 fpolo- Lol 
| 


由 此 得 到 单位 长 度 的 内 自 感 
(3.3.36) 
在 内 、 外 导体 之 间 ,由 安培 环 路 定律 可 得 到 任意 一 点 磁感应 强度 为 

Bo = % 2m5 (ae <po<D) 


故 


例 3.3.4 计算 平行 双 线 传输 线 单位 长 度 的 电感 。 
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解 : 设 导线 的 半径 为 a, 两 导线 的 轴线 距离 为 DD, 且 D 污 a。 导 线 及 其 周围 
媒质 的 磁 导 率 丝 为 wo ,两 导线 中 通过 的 电流 为 1, 如 图 3.3.4 所 示 。 


图 3.3.4 平行 双 线 传输 线 


由 于 D 六 , 故 在 计算 导线 外 部 的 磁场 时 ,可 近似 地 认为 电流 集中 于 导线 
的 几何 轴线 上 。 根 据 安培 环 路 定理 和 到 加 原理 ,可 求 得 双 导线 之 间 的 平面 上 任 
意 一 点 P 的 磁感应 强度 为 


I/1 1 
Bw) 2 E 人 


穿 过 两 导线 之 间 轴 线 方向 为 单位 长 度 的 面积 的 外 磁 链 为 


D-a TrD-a 了 re 
ea B(z) .edz = | 人 


由 此 得 到 平行 双 线 传输 线 单位 长 度 的 外 自 感 为 


V 
Le 入 


(3.3.37) 


而 两 根 导线 单位 长 度 的 内 自 感 为 


C0 a ad) 
8x 4 


L;:=2x 


故 得 平行 双 线 传输 线 单位 长 度 的 电感 为 


让 


4x 工 a 


2. 互感 

图 3.3.5 所 示 的 两 个 彼此 靠近 的 导线 回路 C1 和 Cs, 回路 Ci 中 的 电流 五 
产生 的 磁场 除了 与 回路 C1 本 身 交 链 外 ,还 与 回路 C, 相交 链 。 由 回路 C1 的 电 
流 五 产生 的 磁场 与 回路 Cs 相交 链 的 磁 链 , 称 为 回路 C1 与 回路 C, 间 的 互感 磁 
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链 , 用 yl 表示。 比值 
说 江 革 (3.3.38) 


称 为 回路 C1 对 回路 C; 间 的 互感 系数 , 简 
称 互感 。 互 感 的 单位 是 H( 享 利 )。 同 理 , 回 
路 Cs 对 回路 Ci 间 的 互感 为 


图 3.3.5 两 回路 间 的 互感 


Mi; = (3.3.39) 
2 


利用 矢量 磁 位 可 导出 计算 互感 的 一 般 公 式 。 图 3.3.5 中 ,回路 Ci 中 的 电 
流 厂 在 回路 C。 上 的 任意 一 点 产生 的 矢量 磁 位 为 
Iidli 


让 C) | r> 一 7 | 


则 由 电流 I 产生 磁场 与 回路 C 相交 链 的 磁 链 为 


Ai(r2) = = 


Iidl 
wy , a £ 二 
2 | ,a 人 ba 人 [去 cj Ir2—ril 人 


Ee 人 di dl 
加 要 


ME 鱼 -= # 人 让 (3.3.40) 
I Ci | ri | 


同样 ,可 导出 回路 Cs 对 回路 C1 电流 的 互感 为 
= 忽 = “dl 
Ts fo, 人 | ri ry | 
式 (3.3.40) 和 式 (3.3.41) 称 为 纽曼 公式 ,这 是 计算 互感 的 一 般 公 式 。 比 较 两 式 
可 看 出 Mi = Mi = M , 即 两 个 导线 回路 之 间 只 有 一 个 互感 值 。 
例 3.3.5 如 图 3.3.6 所 示 , 长 直 导 线 与 三 角形 导线 回路 共 面 , 试 计算 它们 


之 间 的 互感 。 
解 : 设 长 直 导 线 中 通过 电流 ,根据 安培 环 路 定理 ,得 


(3.3.41) 


kol 
人 之 元 二 
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穿 过 三 角形 回路 面积 的 磁 通 为 


Tra+t+ob 
v=|B.ds= 全 -| ee 
S TJ4d 工 


式 中 的 z=[(5+d) 一 xl]tan 60"=V3[(b5+4ad)- 
工 ] , 故 


VY= 和 2 + d)— zjdz 
T a z 
= 0 十 a)ln(1 + J 6 | 图 3.3.6 长 直 导 线 与 三 角形 回路 
则 得 长 直 导 线 与 三 角形 导线 回路 间 的 互感 为 
更 pfl LA 
ee | 可 


例 3.3.6 两 个 互相 平行 且 共 轴 的 圆 线 圈 ,半径 分 别 为 ci 和 az ,中 心 相距 
为 @, 设 al 儿 d( 或 a< 多 了), 求 两 线圈 之 间 的 互感 。 

解 : 如 图 3.3.7 所 示 ,dli 与 di 之 间 的 夹 角 6= 一 各 ,dli = a1d$1,di, = 
azdg2 ,以 及 


图 3.3.7 两 个 平行 且 共 轴 的 线圈 
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R= | r2—ri | 至 [2 + 1 十 az 一 2alazcos( 风 一 $1) 112 


M2= 2 eT dl dl _ 如 dlsdlicos 0 
, = | 4x 


cc lr2— rl 


ee Cl1Q2cos(g2 一 $1)d$2d$i 


0 [a? 十 ai 二 a3 es 2ala2cos( $2 3 $1) 1 


i cos 0d0 
2 .Jo [d*+a?+a? -2aliazcos 6]1 


一 般 情况 下 ,上述 积分 只 能 用 椭圆 积分 来 表示 。 但 是 车 4 污 al , 则 可 进行 
近似 | 

2 0 =17/2 

[d?* + a?+ af — 2aiascos O11?2 [dd2 二 | 一 | 


2 [qd2+ eal 十 


Q1Q2COS -| 
C2 二 ai 


2 2 
人 0OTC1CL2 


HA0Q1Q2 2 Q1Q2cOS 0 
M~ 一 “etez | 1 + 一 
2[d? + a313? 


2 d*+a3go d* + a3 


本 题 还 可 以 在 4 六 al 的 条 件 下 ,利用 例 3.3.1 的 结果 来 求 得 互感 M。 半 
径 为 a1 的 小 圆 线 圈 中 有 电流 五 时 , 它 在 远 区 的 矢量 磁 位 为 


os 0d0 = 


A1 = 


HA0 natli\. 9 
ef A Ra sin 


在 半径 为 a; 的 线圈 上 ,A1 的 值 为 常数 , 故 


I 
ya = 由 41 .dl1 = Ai2xa, = Gr 9 J2ra, 
C， R 


4 
7 一 
式 中 的 R=Vd’*+a?,sin 0= 7 二 到 , 故 
_ pa poraias 


TI! 2[a?+ 和] 人 
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3.3.4 恒定 磁场 的 能 量 


1. 磁场 能 量 

电流 回路 在 恒定 磁场 中 要 受到 磁场 力 的 作用 而 发 生 运动 ,表明 恒定 磁场 储 
存 着 能 量 。 磁 场 能 量 就 是 在 建立 电流 的 过 程 中 由 电源 供给 的 ,因为 当 电流 从 零 
开始 增加 时 ,回路 中 感应 电动 势 要 阻止 电流 的 增加 ,因而 必须 有 外 加 电压 克服 回 
路 中 的 感应 电动 势 。 假 设 所 有 的 电流 回路 都 国定 不 动 , 即 没有 机 械 功 ,同时 假定 
导线 中 流 过 电流 时 产生 的 焦耳 热 损 耗 可 以 忽略 。 这 样 , 外 电源 所 做 的 功 将 全 部 
转换 为 系统 的 磁场 能 量 。 此 时 ,回路 上 的 外 加 电压 和 回路 中 的 感应 电动 势 是 大 
小 相等 而 方向 相反 的 。 

法 拉 第 电磁 感应 定律 指出 ,回路 中 的 感应 电动 势 等 于 与 回路 交 链 的 磁 链 的 
时 间 变 化 率 , 即 回路 ; 中 的 感应 电动 势 为 

dy: 

而 外 加 电压 等 于 


dt 时 间 内 与 回路 ; 相连 接 的 电源 所 做 的 功 为 
dW; = u;dq; = iq = idy; 


如 果 系 统 包括 N 个 回路 ,增加 的 磁 能 就 为 


dW,, = idy (3.3.42) 
回路 7 的 磁 链 为 
yi = > Mis (3.3.43) 


式 中 的 Mj 是 互感 系数 。 当 有 =j 时 ,Mi = 了 工 是 回路 ) 的 自 感 系数 。 将 式 
(3.3.43) 代 人 式 (3.3.42) 得 

dW。 = 2 2 iMy di 
假设 各 回路 中 的 电流 同时 从 零 开始 以 相同 的 百分比 a 上 升 , 即 i (1)= a(z)J， 
则 dis = Lda ,于 是 
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N N 
dW, = > >, Mylhada 


j=1 k=1 
N N 3 n 闪 六 
W, = > Moll | ado 一 3 Ml (3.3.44) 
例如 , 当 N=1 时 ,Mi，， 2 Di We = 地 Li 当 人 二 六 时 ,Mi 一 Li,、M,, es Eos 
Ma 二 Ms=M, 故 
ey 2 1 
WS Lh 二 万 了 2 了 + MIL, 


将 式 (3.3.43) 代 入 式 (3.3.44) 得 
W, = zy a 3 rh4 dl, (3.3.45) 


式 中 的 4 是 NN 个 回路 在 dl; 上 的 合成 矢量 磁 位 。 上 面 的 结果 适用 于 细 导 线 回 
路 的 情况 ,对 于 分 布 电流 的 情形 ,在 式 (3.3.45) 中 代 和 人 Ldl=JdV 得 


这 : 宇 到 | Ys (3.3.46) 
V 


上 式 中 的 积分 是 对 所 有 JJ 天 0 的 空间 进行 的 。 当 然 ,我 们 可 以 把 积分 区 域 扩 大 
到 整个 空间 ,也 不 会 影响 到 积分 的 值 。 

2. 能 量 密度 

前 面 导出 的 计算 磁场 能 量 的 公式 (3.3.45)、(3.3.46) 似 平 会 使 人 们 认为 磁 
场 能 量 只 存在 于 有 电流 的 导体 内 。 实 际 上 ,磁场 能 量 储存 在 整个 磁场 存在 的 空 
间 。 下 面 导出 用 磁场 矢量 表示 磁 能 的 公式 。 将 J= VX 五 代入 式 (3.3.46) 中 


得 


ma 


W = 5|,4:(vVxHav= 3 (VxA)-vV.(AxH)]V 
2 . _1 . 
= 到 可 ;Bay - 3,(4xH).ds 


注意 , 当 令 体积 V 趋 于 无 限 大 时 ,上 式 右边 第 二 项 积分 变 为 零 。 因 为 A 一雄 、 


媚 一 忘 、14Xx 再 [一声 , 故 被 积 画 数 至 少 按 R* 反比 变化 ,而 面积 按 R* 变化 , 故 


尺 一 c 时 ,积分 变 为 零 。 于 是 得 到 
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W, = S| H: BdV (3.3.47) 


上 式 的 积分 是 对 整个 空间 取 的 ,当然 只 (有 磁场 不 等 于 零 的 那 部 分 空 间 才 对 积分 
有 贡献 。 此 结果 表明 磁场 能 量 储存 于 场 空间 ,被 积 函 数 可 视 为 磁场 能 量 密度 , 表 
示 为 

= Fu (到 到) 


能 量 密度 的 单位 为 Jp" (焦耳 / 米 ?)。 
例 3.3.7 求 同 轴线 单位 长 度 内 储存 的 磁场 能 量 。 
解 : 如 图 3.3.8 所 示 , 同 轴线 的 内 导体 半径 为 a， 
外 导体 的 内 半径 为 ,外 导体 的 外 半径 为 c。 内 、 外 导 
体 之 闻 填 充 的 介质 以 及 导体 的 磁 导 率 均 为 yo。 设 电 
流 为 7, 根据 安培 环 路 定律 求 出 磁场 分 布 


i 0 过 ra 

Ht a 委 7r 委 0 
2F7 图 3.3.8 同 轴 线 横 截 面 图 
I a 

Hy = 0 7 人 和 -私人 


由 此 即 可 求 出 三 个 区 域 单位 长 度 内 的 磁场 能 量 分 别 为 


a 7? 
Wani = 多 | Hi2rxrdr = | ) 2xrdr = 人 J/m 


W.» = S| Hi2rrar 三 | -了 me = po 六 | 2 J/m 
站 9 2 2r7 4 a 
Kol° | pofe[ TIT or 
2 | Hi2rrdr = 鱼 |， Be | pe 
和 一 | c4 C 3c2 一 0 | ]/ 
A 


同 轴线 单位 长 度 储 存 的 总 磁场 能 量 为 
Wh = Wha 十 Whm2 十 Wns 


2 2 2 2 2 
Kol .pol ob , rkol | C 二 | 
16r 4 a 4x L( Ee ) Im 
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3.3.5 磁场 力 


两 个 载 流 回路 间 的 磁场 力 可 由 安培 力 公式 计算 。 但 是 我 们 常常 希望 与 静电 
力 的 计算 类 似 ,用 磁场 能 量 的 空间 变化 率 来 计算 磁场 力 。 

为 简化 讨论 ,我们 仅 考虑 两 个 回路 的 情况 ,所 得 到 的 结果 可 推广 到 一 般 情 
况 。 设 回路 Ci 在 磁场 力作 用 下 发 生 了 一 个 小 的 位 移 Ax (这 里 的 x 是 一 个 广义 
坐标 ) ,回路 C2 保持 不 动 。 下 面 分 别 考虑 当 回路 Ci 位 移 Ax 时 ,两 回路 磁 链 不 
变 和 电流 不 变 这 两 种 情形 。 

@ 两 回路 的 磁 链 不 变 , 即 yi = 常数 .ys = 常数 。 由 于 回路 Ci 发 生 位 移 , 两 
回路 中 的 电流 必定 发 生 改 变 , 这 样 才能 维持 两 回路 的 磁 链 不 变 。 由 于 yi 和 y 
等 于 常数 ,两 回路 中 都 没有 感应 电动 势 , 故 与 回路 相连 接 的 电源 不 对 回路 输入 能 
量 (假定 导线 的 焦耳 热 损耗 可 以 忽略 ) ,所 以 回路 Ci 发 生 位 移 所 需 的 机 械 功 只 
有 靠 磁 场 释放 能 量 来 提供 , 即 


故 得 
人 二 (3.3.49) 
@ 两 回路 中 电流 不 改变 , 即 = 常数 .1 = 常数 。 由 于 回路 Ci 发 生 位 移 ， 
两 回路 中 的 磁 链 必定 发 生 改 变 , 因 此 两 个 回路 都 有 感应 电动 势 。 此 时 ,外接 电源 
必然 要 做 功 来 克服 感应 电动 势 以 保持 I 和 I 不 变 。 电 源 所 做 的 功 为 (TIAyi+ 
I ;AV2) =2AW, 即 外 接 电源 输入 能 量 的 一 半 用 于 增加 磁场 能 量 , 另 一 半 则 用 于 
使 回路 Ci 位 移 所 需要 的 机 械 功 , 即 


F.Ax = AW, 


故 得 
F, 0 a (3.3.50) 
因 两 个 电流 回路 的 磁场 能 量 为 
Wh = 1 + L212 + MI 1, 
将 其 代入 式 (3.3.50) 中 ,得 
a EY (3.3.51) 
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上 式 表明 ,在 I 和 I 不 变 的 情况 下 ,磁场 能 量 的 改变 ( 即 磁力 ) 仅 是 由 于 互感 


M 的 改变 引起 的 。 


应 该 指出 ,上 面 假设 的 y 不 变 和 了 不 变 是 在 一 个 回路 发 生 位 移 下 的 两 种 假 
定 情形 ,无 论 是 假定 y 不 变 还 是 1 不 变 , 求 出 的 磁场 力 应 该 是 相同 的 。 而 且 , 对 
于 不 止 两 个 回路 的 情形 ,其 中 任 一 个 回路 的 受 力 都 同样 可 以 按 式 (3.3.50) 计 算 。 

例 3.3.8 如 图 3.3.9 所 示 的 一 个 电磁 铁 , 由 铁 箔 ( 绕 有 N 臣 线 圈 的 铁心 ) 


和 衔 铁 构 成 。 铁 力 和 衔 铁 的 横 截 面积 均 为 
S ,平均 长 度 分 别 为 2 和 12。 铁 斩 与 衔 铁 
之 间 有 一 很 小 的 空气 隙 ,其 长 度 为 x。 设 
线圈 中 的 电流 为 了 , 铁 斩 和 衔 铁 的 磁 导 率 
为, 若 忽略 漏 磁 和 边缘 效应 , 求 铁 轿 对 衔 
铁 的 吸引 力 。 

解 : 作用 在 衔 铁 上 的 磁场 力 有 减 小 空 
气 隙 的 趋势 ,可 通过 式 (3.3.49 ) 或 式 
(3.3.50) 计 算 。 在 忽略 漏 磁 和 边缘 效应 的 
情况 下 ,车 保持 磁 通 委 不 变 , 则 B 和 碧 不 
变 ,储存 在 铁 斩 和 衔 铁 中 的 磁场 能 量 也 不 


变 , 而 空气 隙 中 的 磁场 能 量 则 要 变化 。 于 图 3.3.9 电磁 铁 的 力 
是 作用 在 衔 铁 上 的 磁场 力 为 
aW, 
i gzi 1- 常数 
| 1 
a 2[|B .HdV + 下 m。 HodV | 
i SB1 
| 2 oe - Lo 


式 中 .Ho 是 空气 隙 中 的 磁场 强度 。 
根据 安培 环 路 定律 ,有 
H(l1 + 171) + 2Hox = NI 


由 于 及 = 攻 和 Ho= ,考虑 到 B= Bo, 由 上 式 可 得 到 


LopNT 


Sos (Z1+ 2) po +t 2px 


(3.3.52) 


(3.3.53) 
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故 得 到 铁 轿 对 衔 铁 的 吸引 力 
top N°T’S 
[(71+ Z2 ) 40 + 2pz] 


F = (3.3.54) 


若 采 用 式 (3.3.54) 计 算 F,, 则 储存 在 系统 中 的 磁场 能 量 


porSN° Pr 
2[ (Li + 12) po + 2px] 


入 半 NISB, 


同样 得 到 铁 斩 对 衔 铁 的 吸引 力 为 
9Wn uopu NI?S 
”9x |1= 关 数 [(l1 + lpo +2pr]? 

例 3.3.9 两 个 互相 平行 且 共 轴 的 圆 形 线圈 ,距离 为 4 ,半径 分 别 为 <c; 和 
a2 ,其 中 a 之 4。 两 线圈 中 分 别 载 有 电流 I 和 工 , 如 图 3.3.10 所 示 。 求 两 线 
圈 间 的 磁场 力 。 

解 : 利用 例 3.3.6 的 结果 , 当 al 之 4 时 ,两 
线圈 的 互感 为 


2 2 
本 工 AL0C1CX2 
2(a3 + cd2)30 


根据 式 (3.3.51) 得 两 线圈 间 的 磁场 力 为 


F, -了 7 aM 3rxTiT poaia2d 
2 2(a2 + d2)524 


图 3.3.10 共 轴 的 圆 形 线圈 


式 中 的 负 号 表示 当 厂 与 五 的 方向 相同 时 , F2i 为 吸引 力 ; 当 五 与 情 方 向 相反 
时 ,下 zi 为 排斥 力 。 


静态 场 问 题 通常 分 为 两 大 类 :分 布 型 问题 和 边 值 型 问题 。 由 已 知 场 源 ( 电 
荷 . 电 流 ) 分 布 ,直接 从 场 的 积分 公式 求 空间 各 点 的 场 分 布 , 称 为 分 布 型 问题 。 如 
果 已 知 场 量 在 场 域 边界 上 的 值 , 求 场 域内 的 场 分 布 , 则 属于 边 值 型 问题 。 我 们 已 
在 前 几 节 介绍 了 一 些 简 单 的 分 布 型 问题 的 解法 ,本章 下 面 几 节 将 介绍 一 些 静 态 
场 边 值 问题 的 解法 

静态 场 边 值 问题 的 解法 可 分 为 解析 法 和 数值 法 。 解 析 法 给 出 的 结果 是 场 量 
的 解析 表示 式 ,本 章 只 介绍 镜像 法 和 分 离 变量 法 。 数 值 法 则 是 通过 数值 计算 ,给 
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出 场 量 的 一 组 离散 数据 ,本 章 只 介绍 有 限 差 分 法 。 由 于 电子 计算 机 技术 的 发 展 
和 广泛 应 用 ,数值 法 获得 了 极 大 的 发 展 , 应 用 前 景 广阔 。 


3.4.1 边 值 问题 的 类 型 


静态 场 的 基本 方程 表明 ,在 静态 场 情况 下 ,电场 可 用 一 个 标量 电位 来 描述 ， 
磁场 可 用 一 个 矢量 磁 位 来 描述 。 在 无 源 (J=0) 的 区 域内 ,磁场 也 可 用 一 个 标量 
磁 位 来 描述 。 在 均匀 媒质 中 ,位 函数 满足 泊 松 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 。 同 时 ,在场 
域 的 边界 面 上 位 函数 还 应 满足 一 定 的 边界 条 件 。 位 函数 方程 和 位 函数 的 边界 条 
件 -- 起 构成 位 函数 的 边 值 问题 。 因 此 ,静态 场 问题 的 求解 ,都 可 归结 为 在 给 定 的 
边界 条 件 下 ,求解 位 函数 的 泊 松 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 。 位 注 数 方程 是 偏 微分 方 
程 , 位 函数 的 边界 条 件 保 证 了 方程 的 解 是 惟一 的 。 从 数学 本 质 上 看 ,位 函数 的 边 
值 问 题 就 是 偏 微分 方程 的 定 解 问题 。 

在 场 域 V 的 边界 面 S 上 给 定 的 边界 条 件 有 以 下 三 种 类 型 ,相应 地 把 边 值 问 
题 分 为 三 类 : 

@ 第 一 类 边界 条 件 是 已 知 位 函数 在 场 域 边界 面 S 上 各 点 的 值 , 即 给 定 

pl|s = f1(S) (3.4.1) 


这 类 问题 称 为 第 一 类 边 值 问题 或 狄 里 赫 利 问题 ; 
@ 第 二 类 边界 条 件 是 已 知 位 沙 数 在 场 域 边界 面 S 上 各 点 的 法 向 导数 值 , 即 
给 定 


| = fo(5) (3.4.2) 


这 类 问题 称 为 第 二 类 边 值 问题 或 纽曼 问题 ; 
@ 第 三 类 边界 条 件 是 已 知 一 部 分 边界 面 S; 上 位 函数 的 值 ,而 在 另 一 部 分 
边界 面 S: 上 已 知 位 函数 的 法 向 导数 值 , 即 给 定 


p |s， = 和 0 


an s, = fo( Ss) (3.4.3) 


这 里 S1 + S,= S。 这 类 问题 称 为 第 三 类 边 值 问题 或 混合 边 值 问题 。 
如 果 场 域 延 伸 到 无 限 远 处 ,还 必须 给 出 无 限 远 处 的 边界 条 件 。 对 于 源 分 布 
在 有 限 区 域 的 情况 ,在 无 限 远 处 的 位 函数 应 为 有 限 值 , 即 给 出 
limrg = 有 限 值 | (3.4.4) 
称 为 自然 边界 条 件 。 
此 外 ,车 在 整个 场 域内 同时 存在 几 种 不 同 的 均匀 介质 , 则 位 函数 还 应 满足 不 
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同 介 质 分 界面 上 的 边界 条 件 。 
3.4.2 惟一 性 定理 
惟一 性 定理 是 边 值 问题 的 一 个 重要 定理 ,表述 为 :在 场 域 V 的 边界 面 S 上 
给 定 p 或 32 的 值 , 则 泊 松 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 在 场 域 V 内 具有 惟一 解 。 
下 面 采用 反 证 法 对 惟一 性 定理 做 出 证 明 。 设 在 边界 面 S 包围 的 场 域 V 内 
有 两 个 位 函数 pl 和 9p2 都 满足 泊 松 方程 , 即 
人 二 A 
令 go = p11 一 92, 则 在 场 域 V 内 
Vgo = Vol Vg = 一 Tp + Tp =0 
由 于 
V (go Vpo) = po V9po + (Vgo)’ = (Vpo)” 
将 上 式 在 整个 场 域 V 上 积分 并 利用 散 度 定理 ,有 


中 mw Vopo* dS = | (Voo)*dV (3.4.5) 
VvV 


对 于 第 一 类 边 值 问题 ,在 整个 边界 面 S 上 po|s= pg1|s 一 pz|s=0; 对 于 第 
二 半边 值 问题 ,在 整个 边界 面 S 上 5 | = 3 | -3 时 | ,=0; 对 于 第 三 类 边 值 


问题 ,在 边界 面 的 Si 部 分 上 pols, = 91 | 一 92|s =0, 在 边界 面 的 S2 部 分 上 


9 9 9 

| =3 红 | -3 时 | =0。 因 此 ,无 论 是 娜 一 类 边 值 问题 ,由 式 (3.4.5) 都 将 
了 2 S， n 5, n 5, 

得 到 


9 
2 a 20 2 
| (vpo) dV = bo Fn dS=0 


由 于 ( Vpo)? 是 非 负 的 ,要 使 上 式 成 立 ,必须 在 场 域 V 内 处 处 有 Vpo =0。 这 表明 
在 整个 场 域 V 内 po 恒 为 常数 , 即 
po0 三 V1 一 92 二 C 
对 于 第 一 类 边 值 问题 ,由 于 在 边界 面 S 上 po | 。=0, 所 以 C=0。 故 在 整个 
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场 域 V 内 有 0 一 91 一 22=0, 即 P1™ P20 

对 于 第 二 类 边 值 问题 , 若 pi 与 pz 取 同 一 个 参考 点 , 则 在 参考 点 处 pl - g， 
=0, 所 以 C=0, 故 在 整个 场 域 Y 内 也 有 pl = pz。 

对 于 第 三 类 边 值 问题 ,由 于 po | 5, 二 91 | 一 02 ls =0, 所 以 G =0, 故 在 整 
个 场 域 V 内 也 有 P1 ~ P20 

惟一 性 定理 具有 非常 重要 的 意义 ,首先 , 它 指 出 了 静态 场 边 值 问 题 具有 惟一 
解 的 条 件 ,在 边界 面 S 上 的 任 一 点 只 需 给 定 9 或 32 的 值 ,而 不 能 同时 给 定 两 者 
的 值 。 其 次 ,惟一 性 定理 也 为 静态 场 边 值 问 题 的 各 种 求解 方法 提供 了 理论 依据 ， 
为 求解 结果 的 正确 性 提供 了 判 据 。 根 据 惟 一 性 定理 ,在 求解 边 值 问 题 时 ,无 论 采 
用 什么 方法 ,只 要 求 出 的 位 阻 数 既 满足 相应 的 泊 松 方程 (或 拉 普 拉 斯 方程 ) ,又 满 
是 给 定 的 边界 条 件 , 则 此 函数 就 是 所 求 出 的 惟一 正确 解 。 


在 静电 场 中 ,如 果 遇 到 电荷 ( 称 为 原 电荷 ) 附 近 存在 一 定形 状 的 导体 ,此 时 导 
体 表 面 会 出 现 感应 电荷 。 这 样 , 导 体外 部 空间 的 总 电场 就 等 于 原 电荷 产生 的 电 
场 与 感应 电荷 产生 的 电场 的 琶 加 。-- 般 情况 下 ,直接 求解 这 类 问题 是 困难 的 ,这 
是 因为 导体 表面 上 的 感应 电荷 也 是 未 知 量 , 它 也 取决 于 总 电场 。 但 是 ,如 果 原 电 
荷 是 点 电荷 或 线 电荷 , 且 导 体形 状 是 平面 球 、 圆 柱 等 简单 形状 ,就 可 采用 镜像 法 
来 求解 这 类 问题 。 

镜像 法 的 基本 思想 ,是 在 所 研究 的 场 域 以 外 的 某 些 适当 的 位 置 上 ,用 一 些 虚 
设 的 电荷 ( 称 为 镜像 电荷 ) 等 效 蔡 代 导 体 表面 的 感应 电荷 或 介质 分 界面 上 的 极 化 
电荷 。 这 样 就 把 原来 的 边 值 问 题 的 求解 转换 为 均匀 无 界 空间 中 的 问题 来 求解 。 
根据 惟一 性 定理 ,只 要 虚设 电荷 与 场 域内 原 有 的 实际 电荷 一 起 所 产生 的 电场 满 
足 原 问 题 所 给 定 的 边界 条 件 ,所 得 结果 就 是 原 问题 的 解 。 

应 用 镜像 法 求解 的 关键 在 于 如 何 确定 像 电 荷 。 根 据 惟 一 性 定理 ,镜像 电荷 
的 确定 应 遵循 以 下 两 条 原则 : 

Q@ 所 有 镜像 电荷 必须 位 于 所 求 的 场 域 以 外 的 空间 中 ; 
”” @ 镜像 电荷 的 个 数 .位置 及 电荷 量 的 大 小 以 满足 场 域 边界 面 上 的 边界 条 件 
来 确定 。 
”镜像 法 可 用 于 不 同 介质 分 界面 的 情形 ,也 可 用 于 恒定 磁场 问题 。 
本 节 对 典型 的 导体 平面 .球面 .圆柱 面 以 及 不 同 介质 分 界面 的 镜像 问题 进行 


讨论 。 
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3.5.1 接地 导体 平面 的 镜像 


1. 点 电荷 对 无 限 大 接地 导体 平面 的 镜像 


如 图 3.5.1 所 示 , 有 一 个 点 电荷 g ,位 于 无 限 大 接地 导体 平面 上 方 ,与 导体 
平面 距离 为 h。 
在 z>0 的 上 半空 间 ,总 电场 是 由 原 电 荷 g 和 导体 平面 上 的 感应 电荷 共同 


产生 的 。 除 点 电荷 g 所 在 点 (0,0,h) 外 ,电位 画 数 9 满足 拉 普 拉 斯 方程 V? y= 
0。 又 由 于 导体 平面 接地 ,因此 ,在 z=0 处 ,电位 函数 p=0。 


4 


x 


图 3.5.1 点 电荷 与 无 限 大 接地 图 3.5.2 点 电荷 与 无 限 大 接地 
导体 平面 


导体 平面 的 镜像 


设想 将 导体 平面 抽 去 ,使 整个 空间 变 为 充满 介 电 常 数 为 e 的 均匀 电 介 
电荷 g 的 对 称 点 (0,0， 


zy>0 的 空 


质 , 并 在 点 
一 ) 上 放置 镜像 电荷 gq = - g ,如 图 3.5.2 所 示 。 此 时 ， 


间 中 任意 一 点 P(z,y,z) 的 电位 函数 就 等 于 原 电 荷 9 与 镜像 电荷 
一 g 所 产生 的 电位 之 和 。 选 无 限 远 点 为 电位 参考 点 ,该 电位 函数 为 


1 
p(x ,yy, z) = A Yt | (z 之 0) 


(3.5.1) 

容易 证 明 , 电 位 函数 g(xz,y,z) 在 z=0 处 满足 p=0; ;在 z>0 的 空间 ,满足 

Vg =0( 除 点 电荷 9 所 在 点 之 处 )。 根 据 惟一 性 定理 , 式 (3.5.1) 就 是 位 于 无 限 
大 接地 导体 平面 上 方 的 点 电荷 g 产生 的 电位 函数 。 


根据 导体 与 介质 分 界面 上 的 边界 条 件 可 求 出 导体 平面 上 的 感应 电荷 密度 


和 qh 
Ps “lss0 2x(z2 + y2 十 用)3 (3.5.2) 


导体 平面 上 的 总 感应 电荷 为 
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一 一 一 委 | | dzxdy 
Qin | sas 2 | (x2 + y? 站 h2)32 


2r foo 
-- 委 | 庆 EE (3.5.3) 
可 见 , 导 体 平面 上 的 总 感应 电荷 恰好 与 所 设置 的 镜像 电荷 相等 。 接 地 导体 平面 
好 像 一 面 镜子 ,电荷 - g 就 是 原 电荷 g 的 镜像 , 故 称 之 为 镜像 电荷 。 

2. 线 电荷 对 无 限 大 接地 导体 平面 的 镜像 

如 图 3.5.3 所 示 , 沿 y 轴 方 向 的 无 限 长 直线 电荷 位 于 无 限 大 接地 导体 平面 
上 方 ,相距 为 ,单位 长 度 带 电量 为 o ,与 点 电荷 对 无 限 大 接地 导体 平面 的 镜像 
类 似 分 析 , 可 知 其 镜像 电荷 仍 是 无 限 长 线 电 荷 ,如 图 3.5.4 所 示 。 镜 像 电 荷 的 密 
度 和 位 置 分 别 为 


图 3.5.3 线 电荷 与 无 限 大 接地 图 3.5.4 线 电 荷 与 无 限 大 接地 
导体 平面 | 导体 平面 的 镜像 


p01= 一 p1， zz 三 一 hh (3.5.4) 
在 xz>0 的 上 半空 间 中 ,电位 函数 为 


人 
ne 2 +(z—h) 

3. 点 电荷 对 相交 半 无 限 大 接地 导体 平面 的 镜像 

点 电荷 对 无 限 大 导体 平面 的 镜像 ,可 推广 应 
用 到 点 电荷 与 相交 的 两 块 半 无 限 大 导体 平面 的 情 
况 。 当 然 , 此 时 仅 用 一 个 镜像 电荷 就 不 能 满足 边 
界 条 件 了 。 

图 3.5.5 表示 相互 垂直 的 两 块 半 无 限 大 接地 
导体 平面 ,点 电荷 g 与 两 导体 平面 的 距离 分 别 为 - 
di 和 4d,。 需 要 求解 的 是 第 一 象限 内 的 场 分 布 。 图 3.5.5 点 电荷 与 正 交 
用 镜像 法 来 求解 这 类 问题 时 ,设想 把 两 导体 板 抽 导体 平面 


p(X,Yy, z)= 直 -1 (>z 之 0) (3.5.5) 
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去 ,在 第 二 象限 内 的 位 置 *1”( 点 电荷 g 关于 导体 平面 OA 的 对 称 点 ) 处 放置 一 个 
镜像 电荷 gl =- g ,这 将 使 导体 平面 OA 的 电位 为 零 , 但 此 时 的 导体 平面 0B 的 
电位 不 为 零 。 类 似 地 ,在 第 四 象限 内 的 位 置 “2”( 点 电荷 g 关于 导体 平面 OB 的 
对 称 点 ) 处 放置 一 个 镜像 电荷 g;=-g, 这 将 使 导体 平面 OB 的 电位 为 零 , 但 此 时 


的 导体 平面 OA 的 电位 不 为 零 。 如 果 在 第 
三 象限 内 的 位 置 “3”( 恰 好 是 镜像 电荷 94 和 和 


di 


d2 分 别 关于 导体 平面 OA 和 OB 的 对 称 点 ) 41 
处 再 放置 一 个 镜像 电荷 g3 = 9 ,根据 对 称 Ee 
性 ,这 三 个 镜像 电荷 将 与 原 电荷 一 起 使 得 导 
体 平面 OA 和 0OB 的 电位 都 为 零 ,从 而 保证 
满足 给 定 边界 条 件 。 这 说 明 , 点 电荷 g 对 相 
互 垂直 的 两 块 接地 半 无 限 大 导体 平面 有 三 。 4 
个 镜像 电荷 ,如 图 3.5.6 所 示 。 
如 果 两 导体 平面 不 是 相互 垂直 ,而 是 相 
图 3.5.6 点 电荷 与 正 交 导体 


交 成 a 角 , 只 要 w= 工 ,这 里 的 ”为 整数 ,就 平面 的 镜像 


72 
能 用 镜像 法 求解 ,其 镜像 电荷 数 为 有 限 的 (2n -1) 个 。 
例 3.5.1 真空 中 ,电量 为 1 pC 的 点 电荷 位 于 点 P(0,0,1) 处 ,zOy 平面 是 
一 个 无 限 大 的 接地 导体 板 。(1) 求 > 轴 上 电位 为 10 V 的 点 的 坐标 ;(2) 计算 该 
点 的 电场 强度 。 
解 : (1) 根据 镜像 法 可 知 上 半空 间 的 电位 


人 


1 
-ze| | 
p(X,Y,z) 4neo Vrit+y+(z-1) Vrity+(zt+1) 


10 一 | 1 1 


0 [Iz—-1| |z+ll| 


|= 104 
zi = 1.67m, xz,=0.45m 


即 在 z 轴 上 的 zi=1.67 m、z,==0.45 m 两 个 点 的 电位 恬 为 104 V。 
(2) 当 z>1 时 ,z 轴 上 的 电场 强度 


10 一 | 1 1 ] 


人 
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将 z1=1.67 m 代 人 上 式 , 得 


”10 1 _ 1 和 4 
E(0,0,z1) = es 和 | 二 人 [2 1 |= Cad ON Sm 


当 z<1 时 ,z 轴 上 任意 一 点 的 电场 强度 


| 1 1 
* 4reol(z 一 1) (z+1) 


E(0,0,z) = 一 


将 zs=0.45 m 代 人 上 式 , 得 


| 1 1 4 
十 一 一 e.3. V/ 
E(0,0,z2) es Areo | (0.45 — 1) | e-3.41 x 10 m 


例 3.5.2 线 电荷 密度 为 p=30 nC/m 的 无 限 长 直 导 线 位 于 无 限 大 导体 平 


板 (z=0 处 ) 的 上 方 x=3m 处 , 沿 y 轴 方向 ,如 图 3.5.7 所 示 。 试 求 该 导体 板 
上 的 点 P(2,5,0) 处 的 感应 电荷 密度 。 


图 3.5.7 导体 平板 上 方 的 线 电荷 图 3.5.8 线 电 荷 对 导体 平板 的 镜像 
解 : 去 掉 导 体 平板 ,在 z= -3m 处 放置 线 电荷 密度 为 p1 = 一 30 nC/m 的 
镜像 线 电 荷 替 代 其 作用 ,如 图 3.5.8 所 示 。 这 样 ,点 卫 的 电场 强度 为 
E= E+E. 
式 中 
0 30 x 10-? 


3 
五 = et NE 
+ 2xeoR+ 2reo VR+R \ VR+I V2 + 32 
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30x 10-9 
3 


p1 — 30 x 10™ 


2 3 
| Hs e .一 一 + e. 一 
有 2neoR 2reo V22 + 3 V2 +3? V2 +3? 


30 x 10” 
Ee 27ne0 > 4 13 


(— e-2 — e.3) 


30 x 10-9x6 
02 Dreo xX 13 


三 


点 已 处 的 感应 电荷 面 密度 则 为 


180 x10”  . 
ps = en， D|(2,s,0) = e:* (~ ezeoE) = 25 X13 = 2.2 nC/m’ 


3.5.2 导体 球面 的 镜像 


1. 点 电荷 对 接地 导体 球面 的 镜像 

如 图 3.5.9 所 示 ,点 电荷 g 位 于 一 个 半径 为 a 的 接地 导体 球 外 ,与 球 心 距离 
为 4。 点 电荷 g 将 在 导体 球面 上 产生 感应 电荷 ,导体 球 外 的 电位 就 由 点 电荷 和 
感应 电荷 共同 产生 。 这 类 问题 可 用 镜像 法 计算 。 

把 导体 球面 移 去 ,用 一 个 镜像 电荷 来 等 效 球面 上 的 感应 电荷 。 为 了 不 改变 
球 外 的 电荷 分 布 ,镜像 电荷 必须 放置 在 导体 球面 内 。 又 由 于 对 称 性 ,镜像 电荷 应 
位 于 球 心 与 点 电荷 g 的 连 线 上 ,如 图 3.5.10 所 示 。 设 镜像 电荷 为 9 ,与 球 心 距 
离 为 a , 则 由 和 9 产生 的 电位 函数 为 


- 寺 | 9 家 2 
fo dre Vr*+d?—2rdcos0 Mri+d?—2rd’cosO 


由 于 导体 球 接地 ,在 球面 r+ =a 处 ,p=0。 于 是 有 


于 | 天 -一 和 一 一， 9 ]-。 
4re Va2z+d2-2adcosb 以 2 + ad -2cdcos 0 


Co d2)a”? 三 6 来 d’?)a” — 2acos 0(cdg = d'g’) =0 
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图 3.5.9 点 电荷 与 接地 导体 球面 图 3.5.10 点 电荷 与 接地 导体 
球面 的 镜像 


因 上 式 对 任意 的 9 都 成 立 ,所 以 
(az +a2?)a2-(o+ad2)o=0 
-do =0 
由 此 解 得 


a? 


ee 2 
4 =- 7 d 了 (3.5.6) 


2 


4 = gqg， 4d” = d( 无 意义 , 合 去 ) 
根据 惟一 性 定理 ,得 到 球 外 的 电位 函数 为 


i 
4re Vr + cd 一 2rdcos 0 
站 
(r 宇 a) (3.5.7) 
d Vr + (a:/d)? -2r(a?/d)cos 0 
球面 上 的 感应 电荷 面 密度 为 
___99 _ g(d’ — a’) 
(5 4ra(a2+ d? 一 2adcos 0)30 (S00 
导体 球面 上 的 总 感应 电荷 为 
WE = q(d’ — a’) | a2sin 0d0d$ 
Qin | psds 4na | o (a? + d?— 2adcos 0)32 
2 
= 一 9 (3.5.9) 


从 式 (3.5.8) 看 出 ,接地 导体 球面 上 的 感应 电荷 的 分 布 是 不 均匀 的 ,靠近 点 
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电荷 9 的 一 侧 密 度 大 些 ;从 式 (3.5.9) 看 出 ,球面 上 的 总 感应 电荷 等 于 所 设置 的 
镜像 电荷 。 

如 果 点 电荷 g 位 于 半径 为 a 的 接地 导体 球 这 内 ,与 球 心 距离 为 4(d < a)， 
欲求 球 充 内 的 电位 分 布 ,也 可 用 镜像 法 求解 。 此 时 的 镜像 电荷 应 放置 在 球 外 , 且 
在 球 心 与 点 电荷 g 的 连接 线 的 延长 线 上 。 设 镜像 电荷 为 9 ,与 球 心 距离 为 d 。 
仿照 上 面 的 做 法 ,可 得 到 


”a ‘i 
dS a 2 (3.5.10) 


由 于 d<a, 所 以 必 有 |q | > 1a|。 也 就 是 说 ,这 种 情况 下 ,镜像 电荷 的 电荷 量 
大 于 点 电荷 g 的 电荷 量 。 

当 点 电荷 位 于 接地 导体 球 壳 内 时 , 球 壳 外 的 电位 p=0, 球 壳 内 的 电位 函数 表 
达 式 与 式 (3.5.7) 相 同 ,感应 电荷 分 布 在 导体 球 壳 的 内 表面 上 ,其 电荷 面 密度 为 


人 r=a 4ra(a2 人 EE (3:5:;11) 
导体 球 壳 上 的 总 感应 电荷 为 
qin= | oodS = 一 te a ; esin Gd0dy$ Ee 
> na JoJo(a’+d’—2adcos 0) 
= (3.5.12) 


结果 表明 ,在 这 种 情况 下 镜像 电荷 并 不 等 于 感应 电荷 。 
2. 点 电荷 对 不 接地 导体 球面 的 镜像 
设 点 电荷 g 位 于 一 个 半径 为 a 的 不 接地 导体 球 外 ,与 球 心 距离 为 4。 此 时 
只 要 注意 到 :@ 导体 球面 是 一 个 电位 不 为 零 的 等 位 面 ;@ 由 于 导体 球 未 接地 ， 
在 点 电荷 的 作用 下 , 球 上 总 的 感应 电荷 为 零 。 就 可 用 镜像 法 计算 球 外 的 电位 
函数 。 
先 设 想 导 体 球 是 接地 的 ,此 时 导体 球面 上 只 有 总 电荷 量 为 4 的 感应 电荷 分 
布 ,其 镜像 电荷 大 小 和 位 置 由 式 (3.5.6) 确 定 。 在 这 种 情况 下 ,点 电荷 g 和 镜像 
电荷 * 使 得 导体 球 的 电位 为 零 ,不 满足 上 述 的 电位 条 件 , 且 球 上 的 总 感应 电荷 也 
不 为 零 。 再 断 开 接地 线 ,并 将 电荷 - 4 加 于 导体 球 上 ,从 而 保证 了 球 上 的 总 感应 
电荷 为 零 。 为 使 导体 球面 为 等 位 面 , 所 加 的 电荷 ~ gq 应 均匀 分 布 在 导体 球面 上 ， 
这 样 可 以 用 一 个 位 于 球 心 的 镜像 电荷 “= - 9 来 蓉 代 ,如 图 3.5.11 所 示 。 这 
样 , 球 外 任 一 点 了 的 电位 函数 就 为 


p = 二 -+ 一 一 + 一 人 (3.5.13) 


dner Aner} 4xer;» 
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图 3.5.11 点 电荷 与 不 接地 导体 球面 的 镜像 
sb 


2 
ag Ea “一 和 
(3.5.14) 


3.5.3 导体 圆柱 面 的 镜像 


1. 线 电 荷 对 导体 圆柱 面 的 镜像 
一 根 电荷 线 密 度 为 pi 的 无 限 长 线 电荷 位 于 半径 为 a 的 无 限 长 接地 导体 圆 
柱 面 外 , 且 与 圆柱 的 轴线 平行 , 线 电荷 到 轴线 的 距离 为 4 ,如 图 3.5.12 所 示 。 
P(Pp,9) 


图 3.5.12 线 电荷 与 接地 导体 圆柱 图 3.5.13 线 电荷 与 导体 圆柱 的 镜像 

在 用 镜像 法 解 此 问题 时 ,为 使 导体 圆柱 面 成 为 电位 为 零 的 等 位 面 , 镜 像 电 荷 
应 是 位 于 圆柱 面 内 部 且 与 轴线 平行 的 无 限 长 线 电 荷 , 设 其 线 密 度 为 o ,由 于 对 
称 性 ,镜像 电荷 必定 位 于 线 电荷 pi 与 圆柱 轴线 所 决定 的 平面 上 , 设 镜像 电荷 o; 
距 贺 柱 的 轴线 为 d ,如 图 3.5.13 所 示 。 这 样 ,空间 任意 一 点 已 的 电位 函数 应 为 
2 和 px 在 该 点 产生 的 电位 之 和 , 即 

p 1 01 1 

= 5 一 | | 

a Vo +d?—2p0dcos$ 2xe Vo +d?- 20d’cos$ 


+C 
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由 于 导体 圆柱 接地 ,所 以 当 p =a 时 ,电位 应 为 零 , 即 
1 


ze MW cd 十 元 2adcos -7 +d’*—2ad’coss 
上 式 对 任意 的 $ 都 成 立 , 因 此 将 上 式 对 $ 求 导 , 可 得 到 
pd (a? + d”) + pid’(a* + d’?) -2add’(p:+ pi)cos $=0 


+C=0 


所 以 有 
oad(a +ad2)+oa (ar*+d’)=0 
(3.5.15) 
prt+pr=0 
由 式 (3.5.15) 可 求 得 关于 镜像 电荷 的 两 组 解 
2 
pi =-p d= (3.5.16) 


pl = 一 1， qd = d( 无 意义 , 舍 去 ) 
根据 惟一 性 定理 ,导体 圆柱 面 外 的 电位 函数 为 


V a’p’ 24 — 2pda’cos | 
2me d 所 + d* ~ 2pdcos$ 


二 
由 p=a 时 p=0, 可 得 到 C=zLin 亿 , 故 


A ln -yy do + 2 a4 sy 2pda” COS $ (3.5.17) 


2re Va? 扩 十 2p0da’cos $ 
导体 圆柱 面 上 的 感应 电荷 面 密 度 为 


p= 


一 一 dg pi(a” | Q2) 
Os 二 一 | (3.5.18) 
导体 圆柱 面 上 单位 长 度 的 感应 电荷 为 
加 pi(d? 一 a”) f2x adg 
din 一 | psds 2fa 上 a2 + a? ee $ A! 
(3.5.19) 


可 见 ,导体 圆柱 面 上 单位 长 度 的 感应 电荷 也 与 所 设置 的 镜像 电荷 相等 。 
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如 果 遇 到 的 问题 是 在 一 半径 为 a 的 无 限 长 接地 圆柱 形 导 体 帝 内 有 一 条 与 
之 平行 的 无 限 长 线 电 荷 p, ,该 线 电荷 与 圆柱 轴 的 距离 为 a, 同样 可 以 用 镜像 法 求 
解 圆柱 壳 内 的 电位 函数 。 此 时 的 镜像 电荷 置 于 圆柱 壳 外 ,其 电荷 密度 和 位 置 为 


p1=-p, d= (3.5.20) 

2. 两 平行 圆柱 导体 的 电 轴 

上 述 线 电荷 对 接地 导体 圆柱 面 的 镜像 法 ,可 以 用 来 分 析 两 半径 相同 、 带 有 等 
量 异 号 电荷 的 平行 无 限 长 直 导 体 圆 柱 周 围 的 电场 问题 。 这 种 情况 在 电力 传输 及 
通信 工程 中 有 着 广泛 的 应 用 。 

图 3.5.14 表示 半径 都 为 a 的 两 个 平行 导体 圆柱 的 横 截 面 ,它们 的 轴线 间 
距 为 2h ,单位 长 度 分 别 带 电荷 p, 和 - pr。 由 于 两 圆柱 带电 寻 体 的 电场 互相 影 
响 ,使 导体 表面 上 的 电荷 分 布 不 均匀 ,相对 的 一 侧 电荷 密度 较 大 ,而 相 背 的 一 侧 
电荷 密度 较 小 。 根 据 线 电荷 对 导体 圆柱 的 镜像 法 ,可 以 设想 将 两 导体 圆柱 撤去 ， 
其 表面 上 的 电荷 用 线 密度 分 别 为 w 和 一 pi、 且 相 距 为 2 的 两 根 无 限 长 带电 细 
线 来 等 效 蔡 代 , 如 图 3.5.15 所 示 。 实 际 上 是 将 pj 和 - pi 看 成 是 互 为 镜像 。 带 
电 细 导 线 所 在 的 位 置 称 为 带电 圆柱 导体 的 电 轴 ,因而 这 种 方法 又 称 为 电 轴 法 。 


图 3.5.14 两 平行 圆柱 导体 图 3.5.15 电 轴 法 图 示 


电 轴 的 位 置 由 式 (3.5.16) 确 定 。 在 此 d =h-5,d=h+b, 故 有 
二 -6b)(h+d)= a? 
由 此 解 得 
六 = VPR | (3.5.21) 
这 样 ,导体 圆柱 外 空间 任意 一 点 的 电位 函数 就 等 于 线 电 荷 密 度 分 别 为 o 和 
一 p 的 两 平行 双 线 产生 的 电位 车 加 , 即 


最 后 指出 , 电 轴 法 的 基本 原理 也 可 应 用 到 两 个 带 有 等 量 异 号 电荷 但 不 同 半 
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径 的 平行 无 限 长 圆柱 导体 间 的 电位 函数 求解 间 题 。 
例 3.5.3 一 根 与 地 面 平行 架设 的 圆柱 导体 ,半径 为 a ,悬挂 高 度 为 h ,如 图 
3.5.16 所 示 。(1) 证 明 : 单 位 长 度 上 圆柱 导线 与 地 面 间 的 电容 为 Co = 


2) 若 导线 与 地 面 间 的 电压 为 Uo ,证 明 :地面 对 单位 长 度 导线 的 
作用 力 Fo= eh 


[arccosh(h /a)]’(h’— a’)!?° 


图 3.5.16 平行 于 地 面 的 图 3.5.17 平行 于 地 面 的 贺 
圆柱 导线 柱 导线 的 镜像 


解 : (1) 设 地 面 为 理想 导体 ,地 面 的 影响 可 用 一 个 镜像 圆柱 来 等 效 。 设 图 
柱 导线 单位 长 度 带电 荷 为 w , 则 镜像 圆柱 单位 长 度 带 电荷 为 - qi。 根据 电 畏 法， 
电荷 g, 和 一 gi 可 用 位 于 电 轴 上 的 线 电荷 来 等 效 代 替 , 如 图 3.5.17 所 示 。 图 中 


的 5 二 VY h” 一 a*。 因 此 ,圆柱 导线 与 地 面 间 的 电位 差 为 


eM 
Po 2neg a—(h-b) 2rso b+(h-a) 


qi i SA Re 
0 


gq , Vh -a +h qi h\2 六 
= -In 一 ln 人 
2re0 a 2re0 | a 7 


因 xz>1 时 ,有 In(vV x -1+x)=arccosh(xz), 故 上 式 可 改写 为 


Es = ek 2 
Po 2re0 a 


则 单位 长 度 圆柱 导线 与 地 面 间 的 电容 为 
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dr 2neo 
po arccosh(h/a) 


(2) 导线 单位 长 度 上 的 电场 能 量 为 


aed 2 reoUs 
We= 2 Co = arccosh(h /a) 


利用 虚 位 移 法 ,可 得 地 面 对 导 线 单位 长 度 的 作用 力 为 


aW。 
ah 


Fo= 


_ 9 | neo Us | 
U 不 变 9hLarccosh(h /a) 
. Teé0 US 

~ [arccosh(h/a)](h? -a2)? 


3.5.4 介质 平面 的 镜像 


含有 无 限 大 介质 分 界 平面 的 问题 ,也 可 采用 镜像 法 求解 。 

1. 点 电荷 对 电介质 分 界 平面 的 镜像 

如 图 3.5.18 所 示 , 介 电 常数 分 别 为 e 和 e, 的 两 种 不 同 介质 , 各 均匀 充满 
上 、 下 无 限 大 空间 ,其 分 界面 是 无 限 大 平面 ;在 电介质 1 中 有 一 个 点 电荷 9 ,与 分 
界 平面 距离 为 h。 


图 3.5.18 点 电荷 与 电 介 图 3.5.19 介质 1 的 镜像 电荷 
质 分 界 平面 


在 点 电荷 9 的 电场 作用 下 ,电介质 被 极 化 ,在 介质 分 界面 上 形成 极 化 电荷 
分 布 。 此 时 ,空间 中 任意 一 点 的 电场 由 点 电荷 g 与 极 化 电荷 共同 产生 。 依 据 镜 
像 法 的 基本 思想 ,在 计算 电介质 1 中 的 电位 时 ,用 置 于 介质 2 中 的 镜像 电荷 g” 
来 代替 分 界面 上 的 极 化 电荷 ,并 把 整个 空间 看 作 充 满 介 电 常 数 为 si 的 均匀 人 
质 ,如 图 3.5.19 所 示 。 在 计算 电介质 2 中 的 电位 时 ,用 置 于 介质 1 中 的 镜像 电 
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荷 g“ 来 代替 分 界面 上 的 极 化 电荷 ， 并 把 整个 空间 看 作 充 满 介 电 常 数 为 se, 的 均 
名 介质 ,如 图 3.5.20 所 示 。 于 是 ,介质 1 和 介质 
2 中 任意 一 点 P 的 电位 函数 分 别 为 

1 | 一 一 一 一 a 


(zyz) = 一 一 
9 4rel Vr Ey y 4( ny 


| 
Vrity+(zt+h) 


(z 之 0) (3.5.22) 


1 9 平 GO 
4ne, Vr? + 村 人 ny): 


图 3.5.20 介质 2 的 
镜像 电荷 


922( 工 ,yx) = 


(z 0) (3.5.23) 


所 设置 的 镜像 g 和 g 的 量 值 , 需 通 过 介质 分 界面 上 的 边界 条 件 来 确定 。 
在 介质 分 界 平面 z=0 处 ,电位 应 满足 边界 条 件 


9 91 9 92 
pl | -=0 到 22 | -osl dz |。-0 2 zx z=0 


将 式 (3.5.22) 和 式 (3.5.23) 代 入 上 式 , 得 
9 4 二 (4 所 


q-q =g+gqg 
由 此 解 得 镜像 电荷 g 和 gg 分别 为 


, El  €2 ” El ~ €2 
: 0 三 3.5.24 
q el +e2d el + ed ( ) 


将 式 (3.5.24) 分 别 代 入 式 (3.5.22) 和 式 (3.5.23), 得 到 


ol(Z,y,z) = L | 4 
4rel Vz + y+ (z= hy) 


(sa 1 
(人 (2 0 535:28 


Ee 之 0 3.5.26 
4r(el + e2) yt (z0) (3.5.26) 


以 上 分 析 方 法 可 推广 应 用 到 线 电 荷 对 无 限 大 电介质 分 界 平面 的 镜像 ,计算 


p(X,Y ,ZZ) 
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镜像 电荷 的 公式 可 类 似 地 导出 。 

2. 线 电 流 对 磁 介 质 分 界 平面 的 镜像 

与 静电 问题 类 似 , 当 线 电 流 位 于 两 种 不 同 磁 介质 分 界 平面 附近 时 ,也 可 用 镜 
像 法 求解 磁场 分 布 问题 。 

如 图 3.5.21 所 示 , 磁 导 率 分 别 为 1 和 /pa 的 两 种 均匀 磁 介 质 的 分 界面 是 无 
限 大 平面 ,在 介质 1 中 有 一 根 无 限 长 直线 电流 I 
平行 于 分 界 平面 , 且 与 分 界 平面 相距 h。 此 时 ， 
在 直线 电流 1 产生 的 磁场 作用 下 , 磁 介 质 被 磁 
化 ,在 不 同 磁 介质 的 分 界面 上 有 磁化 电流 分 布 。 
这 样 空间 中 的 磁场 由 线 电流 7 和 磁化 电流 共同 
产生 。 依 据 镜 像 法 的 基本 思想 ,在 计算 磁 介质 1 
中 的 磁场 时 ,用 置 于 介质 2 中 的 镜像 线 电流 了 来 
代替 分 界面 上 的 磁化 电流 ,并 把 整个 空间 看 作 充 
满 磁 导 率 为 Ai 的 均匀 介质 ,如 图 3.5.22 所 示 。 图 3.5.21 线 电 流 与 磁 介 
在 计算 磁 介 质 2 中 的 磁场 时 ,用 置 于 介质 1 中 的 质 分 界 平面 
镜像 线 电流 了 来 代替 分 界面 上 的 磁化 电流 ,并 把 整个 空间 看 作 充满 磁 导 率 为 js 
的 均匀 介质 ,如 图 3.5.23 所 示 。 


图 3.5.22 磁 介 质 1 的 镜像 线 电流 图 3.5.23 磁 介 质 2 的 镜像 线 电 流 
因为 设 定 电流 沿 y 轴 方 向 流动 ,所 以 矢量 磁 位 只 有 y 分 量 , 即 4=e,A。 则 
磁 介 质 1 和 磁 介 质 2 中 任意 一 点 P(z,z) 的 矢量 磁 位 分 别 为 


pl) 1 eT 1 


= n 十 2 n : 
TT Vzri+(z—-h) TT Vzr+t+(z+h) 
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Ha (了 十 DD 1 
2 元 A 
所 设置 的 镜像 线 电流 1 和 六 的 量 值 , 需 通 过 磁 介质 分 界面 上 的 边界 条 件 来 确 


定 。 
在 磁 介 质 分 界 平面 z=0 处 ,矢量 磁 位 应 满足 边界 条 件 


1 9A 1 9A 
Ails-0 = Ac=07 一 < 


C0 06) 


A, = 


1 9z |z=0 Ap az |z=0 
将 式 (3.5.27) 和 式 (3.5.28) 代 入 上 式 , 得 
fp(T+ 7) = pall+T) 
i 
由 此 解 得 镜像 电流 了 和 了 了 分别 为 


+ Ha 一 Ll wn _rt*2 _KAl Hl1 
ee pp p22+ pl 00220) 
将 式 (3.5.29) 分 别 代 入 式 (3.5.27) 和 式 (3.5.28), 得 
i RE 
Vzri+(z-h) 


A1 =e,| 


ui(p2 一 Ai) 1 
DC | (z 之 0) (3.5.30) 


a A = 一 (3 
相应 的 磁场 可 由 B= V Xx A 求 得 。 
例 3.5.4 空气 中 有 一 根 通 有 电流 工 的 直 导 线 平 行 于 铁 板 平面 ,与 铁 表 面 . 
、 ,如 图 3.5.24 所 示 。 求 空气 中 任意 一 点 的 磁场 。 
解 : 设 铁 板 的 磁 导 率 pa = co , 则 铁 板 内 的 磁场 了 H2=0, 由 天 1.= Hz 二 0, 说 
明 磁 感应 线 垂直 于 铁 板 平面 。 根据 镜像 法 的 基本 思想 , 原 场 问 题 可 以 用 直线 电 
流 了 和 它 的 镜像 电流 了 来 求 得 。 将 wa = % 代 入 式 (3.5.29) 求 得 镜像 电流 = 
I ,如 图 3.5.25 所 示 。 这 样 , 上 半空 间 任 意 一 点 P(z,y) 的 磁场 可 以 直接 将 两 根 
直线 电流 的 磁场 相 加 求 得 ;也 可 以 通过 矢量 磁 位 来 计算 ,但 需 注意 y=0 的 平面 
不 是 等 拓 位 面 。 、 
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图 3.5.24 直线 电流 与 铁 板 平面 图 3.5.25 直线 电流 对 无 限 大 铁 板 平面 的 镜像 
利用 例 3.3.2 得 出 的 一 根 无 限 长 直线 电流 的 矢量 磁 位 计算 公式 (3.3.26) 


得 到 任意 一 点 P(x,y) 的 矢量 磁 位 为 


rn )+ e rls (|= e a 0 
2 元 pi * 2x “2r p102 


入 =@ 


式 中 
pi 二 [zz 十 (y — h)*]2, p2 Pe [zx* 车 (y+ h)21? 
因此 ,点 P(xz,y) 的 磁感应 强度 为 


vy 9A- 9A, 
B= Cg 


全 2 y+ 厂 + y=-h 可 
2xalz s+ (yt+h): z+(y-h)? 


一 一 Er 


| 
Sr or le tt da 


分 离 变量 法 是 求解 边 值 问 题 的 一 种 经 典 的 方法 ,其 基本 思想 是 :把 待 求 的 位 
蚂 数 表示 为 几 个 未 知 函数 的 乘积 ,其 中 每 一 个 未 知 函 数 仅 是 一 个 坐标 变量 的 函 
数 , 代 入 偏 微分 方程 进行 变量 分 离 ,将 原 偏 微分 方程 分 离 为 几 个 常 微分 方程 , 然 
后 分 别 求解 这 些 常 微分 方程 并 利用 边界 条 件 确定 其 中 的 待定 常数 ,从 而 得 到 位 


函数 的 解 。 惟 一 性 定理 保证 了 这 种 方法 求 出 的 解 是 惟一 的 。 
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应 用 分 离 变量 法 求解 时 ,所 求 场 域 的 边界 面 应 与 某 一 正 交 曲面 坐标 系 的 坐 
标 面 重 合 。 本 节 主 要 介绍 在 直角 坐标 系 、 圆 柱 坐 标 系 和 球 坐标 系 中 ,应 用 分 离 变 
量 法 求解 二 维 拉 普 拉 斯 方程 的 边 值 问题 。 


3.6.1 直角 坐标 系 中 的 分 离 变量 法 
设 位 函数 pg 只 是 zx、y 的 函数 ,而 沿 z 坐标 方向 没有 变化 , 则 拉 普 拉 斯 方程 


为 
Fg ,Fg 
F727 十 5 0 (3.6.1) 
将 p(xz,y) 表 示 为 两 个 一 维 函 数 X(x) 和 Y(y) 的 乘积 , 即 
p(xT,y) = X(Zz)Y(Cy) (3.6.2) 


将 其 代入 式 (3.6.1), 有 


i 0 


用 X(Cz)Y(y) 除 上 式 各 项 ,得 
1 dX(z) 1 dyY(y) 


X(z) dr Yo) dy 


上 式 中 , 左 端 仅 为 z 的 函数 , 右 端 仅 为 y 的 函数 ,而 对 xz 、y 取 任 意 值 时 ,它们 又 
是 恒 等 的 。 所 以 , 式 中 的 每 一 项 都 须 等 于 常数 。 将 此 常数 写成 一 ?, 即 


1 dXxX(z) 加 1 YOO) - 


ee RE 2 
ty * (0) 
由 此 得 
HX) px(z) =0 (3.6.4) 
-PY(y) = 0 (3.6.5) 


这 样 就 把 二 维 拉 普 拉 斯 方程 (3.6.1) 分 离 成 了 两 个 常 微分 方程 。& 称 为 分 离 常 
数 , 它 的 取 值 不 同时 ,方程 (3.6.4) 和 方程 (3.6.5) 的 解 也 有 不 同 的 形式 。 
当 =0 时 ,方程 (3.6.4) 和 方程 (3.6.5) 的 解 为 


X(zr) > Aox 十 Bo 


Y(y) = Coy + Do 
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于 是 
op(z,y) = (4oz + Bo)(Coy + Do) (3.6.6) 
当 & 尖 0 时 ,方程 (3.6.4) 和 方程 (3.6.5) 的 解 为 
X(x) = Asin kr + Beos kz 
Y(y) = Csinh ky+ Deosh ky 
于 是 
p(xz,y) = (Asin kz + Beos kx)(Csinh ky + Deosh ky) (3.6.7) 
由 于 拉 普 拉 斯 方程 (3.6.1) 是 线性 的 ,所 以 式 (3.6.6) 和 式 (3.6.7) 的 线性 组 
合 也 是 方程 (3.6.1) 的 解 。 在 求解 边 值 问题 时 ,为 了 满足 给 定 的 边界 条 件 ,分 离 
常数 & 上 通常 取 一 系列 特定 的 值 忆 (2z=1,2,…) ,而 待 求 位 函数 g(xz,y) 则 由 所 
有 可 能 的 解 的 线性 组 合 构成 , 称 为 位 函数 的 通 解 , 即 


p(Z,y) =(Aoz + Bo)(Coy + Do)+ 


DAsin Ar + Bacos kr)(Casinh kay + Doosh kay) (3.6.8) 
n=1 


”车 将 式 (3.6.3) 中 的 &2 换 为 一 如 , 则 可 得 到 另 一 形式 的 通 解 
p(xz,y) =(Aoz + Bo)(Coy + Do) 十 


oo 


> Avsinh kx + Bicosh kax)(Csin ky + Docos kay) (3.6.9) 


通 解 中 的 分 离 常数 的 选取 以 及 待定 常数 均 由 给 定 的 边界 条 件 确定 。 

例 3.6.1 模 截 面 为 矩形 的 无 限 长 接地 金属 导体 槽 ,上 部 有 电位 为 Uo 的 金 
属 盖 板 ;导体 槽 的 侧 壁 与 盖 板 间 有 非常 小 的 间 
孙 以 保证 相互 绝缘 ,如 图 3.6.1 所 示 。 试 求 此 
导体 槽 内 的 电位 分 布 。 

解 : 因 和 矩形 导体 柳 在 z 方向 为 无 限 长 ,所 
以 槽 内 电位 函数 满足 直角 坐标 系 中 的 二 维 拉 
普 拉 斯 方程 ,电位 函数 必须 满足 的 边界 条 件 
是 : 图 3.6.1 接地 矩形 村 

op(0,y) =0 (0<y< 2) (3.6.10) 


pl(a,y)=0 (0<y< 2) (3.6.11) 
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2(z;0) =0 (0<r<a) (3.6.12) 
p(T,0) = Uo (0 之 za) (3.6.13) 


因 槽 内 的 电位 g(x,y) 必 须 满 足 x =0 和 a 处 为 零 值 ,所 以 应 选择 式 (3.6.8) 作 
为 其 通 解 。 
将 式 (3.6.10) 代 入 式 (3.6.8), 有 


0 = Bo(Coy + Do) + >)B,(C,sinh kay + Ducosh kny) 
为 使 上 式 对 y 在 0~b 范围 内 取 任 何 值 时 都 成 立 , 则 应 有 B= 0(n=0,1， 
2,…) ,于 是 有 


DCZy) = Aoz(CCoy + Do)+ > Ausin kz(C,sinh ky + D, cosh ky ) 
n=1 


(3.6.14) 
再 将 式 (3.6.11) 代 入 式 (3.6.14), 有 


0 = 4Aoa(Coy + Do) + >),Ansin kalC,sinh kay + Dicosh kny) 


n=1 


同样 , 为 使 上 式 对 y 在 0 一 5 范围 内 取 任 何 值 时 都 成 立 , 则 应 有 Ao = 0 和 
Assin ka =0(n=1,2,…)。 但 A, 不 能 等 于 零 ,否则 g(x,y) 夺 0, 故 有 sin ka =0。 
由 此 得 到 


代入 式 (3.6.14), 有 
(rz,y) = PAsin le sinh ~ + DD, ‘cosh ~ (3.6.15) 


又 将 式 (3.6.12) 代 入 式 (3.6.15), 有 


oo 


0 = | D,sin Li 


n=1 


为 使 上 上 式 对 z 在 0~a 范围 内 取 任 何 值 时 都 成 立 ,并 且 A, 关 0, 则 应 有 
D,=0 (n= 1,2,…) 


于 是 , 式 (3.6.15) 变 为 
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p(x,y) = >a, sin < 2 (3.6.16) 
式 中 4? = A,C, 为 待定 常数 。 
最 后 将 式 (3.6.13) 代 入 式 (3.6.16), 有 
re > 41 sin REZsinh LO (3.6.17) 


为 了 确定 常数 A ,将 Un 在 区 间 (0,a) 上 按 


sin 也 


Uo = >,Fsin 二 (3.6.18) 
n=1 


式 中 系数 f 按 如 下 计算 


14UD0 
= 
= -AR Re 
全 > » Uosin > dz -| 


0 n= 2,4,6,.… 


比较 式 (3.6.17) 和 式 (3.6.18) 中 sin “的 系数 ,可 得 到 


f 4Uo 
A’ = 二 — 


，，72 式 
sinh -一 一 
a 


n= 1,3,5,.… 


0 n= 2,4,6,… 
将 4? 代入 式 (3.6.16) , 即 得 到 接地 人 金属 槽 内 的 电位 分 布 为 


4U Co 
p(xz,y) = 和 > es sin sinh 人 


例 3.6.2 由 四 块 沿 z 轴 方 向 放置 的 金属 板 围 成 的 拖 形 长 槽 ,四 条 棱 线 处 
有 无 限 小 间隙 以 保持 相互 绝缘 ,如 图 
3.6.2 所 示 。 试 求 槽 内 空间 的 电位 分 布 。 
解 ; 设 金 属 板 沿 z 方向 为 无 限 长 ,所 
以 槽 内 空间 的 电位 函数 满足 二 维 拉 普 拉 斯 
方程 。 
图 3.6.2 所 示 的 边界 条 件 为 
oz;0)=0 (0< 工 < a) 
(3.6.19) 图 3.6.2 和 矩形 长 模 
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P(z,p) =0 (0< 工 <a) (3.6.20) 
2 = 0 村 过 (3.6.21) 
g(a,sy) = Uo (0<y<5) (3.6.22) 
考虑 到 电位 函数 必须 满足 y=0 和 y =。 处 为 零 值 ,所 以 应 选择 式 (3.6.9) 


作为 通 解 。 
将 式 (3.6.19) 代 入 式 (3.6.9) ,得 


(4oz + Bo)Do+ > (A,sinh kx + Bcosh kx)D, = 0 
为 使 上 式 对 zx 在 0~a 范围 内 取 任 何 值 时 都 成 立 ,必须 取 D, = 0(n =0,1,2， 
3,…)。 这 样 , 式 (3.6.9) 就 变 为 


p(z,y) = (Aoz +Bo)Coy+ >)(Asinh kx + Bcosh 有 zz)Cnsin ky 
n=1 


(3.6.23) 
再 将 式 (3.6.20) 代 入 式 (3.6.23) ,得 


(40z + Bo)Cob + >) (A,sinh kz + Bicosh kz)C,sin kb=0 


n=1 


为 使 上 式 对 z 在 0~a 范围 内 取 任 何 值 时 都 成 立 , 则 必须 Co=0, 且 C,sin Rb = 
0。 由 于 C, 关 0(n==1,2,3,…), 故 有 sin &,b =0, 则 得 


生生 (n = 1,2,3,.…) 


这 样 , 式 (3.6.23) 就 变 为 
p(z,y) = > (4 sinh 马 六 + 了 cosh 2 pe py (3.6.24) 


又 将 式 (3.6.21) 代 入 式 (3.6.24), 得 


2 - A sin Py -0 


为 使 上 式 对 y 在 0~。 范围 内 取 任何 值 时 都 成 立 , 应 取 和 =0(n=1,2,3,.…)。 
于 是 , 式 (3.6.24) 又 变 为 


p(x,y) = > cosh 二 ey (3.6.25) 


3.6 分离 变量 法 153 


式 中 的 E, = B,C 为 待定 常数 。 


为 了 确定 常数 E; ,将 Uo 在 区 间 (0,5) 上 按 1sin 展开 为 体 里 叶 级 数 ， 
即 
Uo = 区 
式 中 
A 1,3,5 
f 学 nn A 
0 n= 2,4,6 
故 
0 n = 1,3,5,. 
E, = nncosh 外 
0 n= 2,4,6,.… 
将 E, 代 和 人 式 (3.6.25) , 即 得 到 所 求 的 电位 画 数 
p(x,y) = 人 和 rin 


n=1,3,5," ncosh 一 一 


3.6.2 圆柱 坐标 系 中 的 分 离 变量 法 

具有 圆柱 面 边界 的 问题 ,适宜 用 圆柱 坐标 系 中 的 分 离 变量 法 求解 。 在 这 里 ， 
设 电 位 函数 只 是 坐标 变量 p、# 的 函数 ,而 沿 z 坐标 方向 没有 变化 。 在 这 种 情况 
下 ,位 函数 满足 的 拉 普 拉 斯 方程 为 


2 _ 工 2 221， 202- 
Vg(p,$) = i | =0 (3.6.26) 


令 位 函数 pg(p,$)=R(o)B(#$), 代 人 上 式 , 有 


dR(p) 工 生 得 (有 
6($) |P > “a + R(p) 六 0 
是 -| 
将 上 式 各 项 乘 以 责 C9C， BP) 可 得 到 
pp | dR(p) |=- 1 ds($) 
R(p) dp 《 dp 6($) dg 
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由 于 此 式 对 p 和 $$ 取 任 意 值 时 都 成 立 , 所 以 式 中 的 每 一 项 都 等 于 常数 , 即 


p d | Ep) |]-- A 
R(p) dpl? dp BG($) dg 
由 此 将 拉 普 拉 斯 方程 (3.6.26) 分 离 成 为 两 个 常 微分 方程 
do($) kB($)=0 (3.6.27) 
dy$ 
ee | 2R(p) =0 (3.6.28) 


式 中 上 为 分 离 常数 。 
当 &=0 时 ,方程 (3.6.27) 和 方程 (3.6.28) 的 解 为 


$($) = Ao+ Bo8 
R(p) = Co + Doln p 
于 是 
p(p,$) = (Ao + Bo$)(Co + Doln p) (3.6.29) 
当 & 关 0 时 ,方程 (3.6.27) 和 方程 (3.6.28) 的 解 为 
bp) = Acos My + Ban 
R(p) = Co + Do 
于 是 . 
p(p;,$) = (Acos kp + Bsin k$)(Co: + Do™*) (3.6.30) 


对 于 许多 具有 圆柱 面 边界 的 问题 ,位 函数 p(p,$) 是 变量 的 周期 函数 ,其 
周期 为 2r, 即 p(o,g%+2r)=p(o,%)。 此 时 ,分 离 常数 应 取 整 数值 , 即 &=2 (7 
=0,1,2,…), 且 Bo=0。 由 此 得 到 ,圆柱 形 区 域 中 二 维 拉 普 拉 斯 方程 (3.6.26) 
的 通 解 为 


gp(p,$) = Co + Doln p+ >) (Ancos ng + B,sin ng)(Cs0" + Do ") 
n=1 


(3.6.31) 


式 中 的 待定 常数 由 具体 问题 所 给 定 的 边界 条 件 确定 。 
例 3.6.3 在 均匀 外 电场 Eo 二 ezEo 中 ,有 一 半径 为 a、 介 电 常数 为 。 的 无 
限 长 均匀 介质 圆柱 体 , 其 轴线 与 外 电场 垂直 ,圆柱 外 为 空气 ,如 图 3.6.3 所 示 。 
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试 求 介质 圆柱 内 外 的 电位 函数 和 电场 强度 。 

解 : 在 外 电场 E。 作用 下 ,介质 圆柱 被 
极 化 ,空间 任意 一 点 的 电位 是 均匀 外 电场 的 
电位 与 极 化 电荷 产生 的 电位 之 和 。 因 介质 
圆柱 内 外 均 不 存在 自由 电荷 的 体 密度 ,所 以 
介质 圆柱 内 外 的 电位 函数 都 满足 拉 普 拉 斯 
方程 。 又 由 于 介质 圆柱 体 是 均匀 无 限 长 的 ， 
而 且 均 匀 外 电场 与 圆柱 的 轴线 垂直 ,所 以 电 
位 函数 与 变量 z 无 关 , 因 此 ,电位 的 通 解 为 图 3.6.3 均匀 外 电场 中 的 无 限 
式 (3.6.31)。 长 介质 圆柱 体 

设 介质 圆柱 内 的 电位 函数 为 pl, 介质 圆柱 外 的 电位 函数 为 pz。 它 们 应 满 
足以 下 边界 条 件 : 

@ 在 介质 圆柱 外 , 当 o~>co 时 , 极 化 电荷 产生 的 电场 减弱 为 零 , 故 这 些 地 方 
的 电位 函数 p, 应 与 均匀 外 电场 Eo 的 电位 po 相同 , 即 


p08$) > polp,$) =- Eor =— Eopcos$ (p> %) (3.6.32) 
@ 在 介质 圆柱 内 的 p=0 处 ,电位 应 为 有 限 值 , 即 
9p1(0,$) < oo (3.6.33) 
@ 在 介质 圆柱 体 的 表面 (p = a) 上 ,电位 函数 应 满足 


90 9 
pi(a 9) = ga(a ,ge = eo 3 (3.6.34) 


在 介质 圆柱 外 ,要 满足 边界 条 件 (3.6.32) ,在 通 解 (3.6.31) 中 须 取 n=1, 生 
不 含 sin n$ 项 , 即 Co=0,Do=0,B,=0(n=1,2,…),A,=0(n 关 1), 且 
AiIC1 =- Eo 
于 是 介质 圆柱 外 的 电位 函数 可 写 为 
gpa2(o,g) =— Eoocos 风 + 站 2orlcos 几 (3.6.35) 
介质 圆柱 内 的 电位 函数 gj 应 具有 与 式 (3.6.35) 相 同 的 落 数 形式 , 即 
ol(o;g) = Cipcos $ + Dip cos$ 
代入 边界 条 件 (3.6.33) ,可 得 D1=0, 于 是 
Br es (3.6.36) 


再 将 式 (3.6.35) 和 式 (3.6.36) 代 和 人 边界 条 件 (3.6.34) , 则 有 
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| Foa + Doa’! 人 Cia 


eoEova’ + e0D’ =— eCia’ 
由 此 解 得 
2g0 0 
人 Eo, D? = Eoa’ 
Ci e 十 e0 0 2 + en 0Q 


故 介质 圆柱 内 、 外 的 电位 函数 分 别 为 


2e 
9p1(p,$) 三 一 cEopcos $ (pa) 


E 十 
和 
Pp2(p,$) =— Eopcos $+ 二 ea Boa?p lcos $ (pp 之 a) 
介质 圆柱 内 、 外 的 电场 强度 分 别 为 
和 Se 1 Op 
五 =- VYpl =- e, ap 3 9 
,2 0 _ 260 _ 2e0 
ep er erEoos terreEosing = reEo (p<a) 
a 0 
E;=— Vp, = 一 en ER — @y BR 
加 [2) +1le ge [4) -1|Eos ; 
二 ep | 0COS ys | 0Sin 


到 2 
= Eo+ | 下 0(Ceocos $+ eysin $) (p> a) 


以 上 结果 表明 ,介质 圆柱 体内 的 电场 是 均匀 场 , 且 与 外 电场 Eo 的 方向 相 
同 。 但 由 于 2eo/(e+ so)<1, 所 以 E1<Eo, 这 是 因为 介质 圆柱 面 上 的 极 化 电荷 
在 介质 内 产生 的 电场 与 外 电场 Eo 的 方向 相反 。 介 质 圆柱 内 、 外 的 电场 分 布 如 
图 3.6.4 所 示 。 

例 3.6.4 在 外 加 均匀 恒定 磁场 Ho = e,Ho 中 ,有 一 用 磁 导 率 为 w 的 磁 介 
质 构 成 的 无 限 长 磁 介 质 圆柱 形 空 腔 ,其 内 、 外 半径 分 别 为 c 和 ,如 图 3.6.5 所 
示 。 试 求 该 圆柱 形 空 腔 内 的 磁场 分 布 。 

解 : 在 均匀 外 磁场 中 放置 一 磁 导 率 为 w 的 无 限 长 磁 介 质 圆柱 体 , 这 是 一 个 
与 前 面 的 例题 完全 类 似 的 磁场 边 值 问 题 。 由 于 不 存在 外 加 传导 电流 , 故 可 用 标 
量 磁 位 pm 来 求解 磁场 。 又 由 于 磁 介 质 圆 柱 为 无 限 长 , 故 标量 磁 位 与 坐标 z 无 
关 , 旦 满足 二 维 拉 普 拉 斯 方程 。 
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图 3.6.4 均匀 外 电场 中 图 3.6.5 均匀 外 磁场 中 的 无 限 
介质 圆柱 体内 外 的 电场 长 空心 磁 介 质 圆柱 


按照 介质 的 不 同 特性 ,将 空间 划分 为 @、@、@ 三 个 区 域 ,相应 的 标量 磁 位 分 
别 为 gw、pmwz 和 pm3。 它 们 应 满足 的 边界 条 件 为 : 
(1) 在 介质 圆柱 内 的 p=0 处 ,pm 应 为 有 限 值 , 即 


pmi1(0,$) < c9 (3.6.37) 
(2) 在 圆柱 腔 外 , 当 po 一 co 时 ,pm 应 趋 于 pao, 即 
pm(p;$) 一 pnp,$) =— Hopcos $ (3.6.38) 


(3) 在 圆柱 空 腔 的 内 表面 (p= a) 上 ,标量 磁 位 应 满足 


= 9 pml 9 m2 
pmi(a,$) sy pm la,$), Ho0 ap 一 ££ ap (3.6.39) 


在 圆柱 空 SR 5b) 上 ,标量 磁 位 应 满足 


9 9 
Pra(bs$) = pus(Bs$), pI po Be (3.6.40) 
由 此 可 知 
pm(p;$) = Fiocos 8 (pa) 


pm(p;$) = Foocos $+ Fp lcos$ (apo) 
pas(o;g) =— Hopcos $+ Fap lcos$ (po 宇 6) 
将 上 述 表达 式 代 入 式 (3.6.39) 和 式 (3.6.40), 可 得 到 
aF! = aF,+ a !F, 
poF1 = pF2— pa Fs 
bF,+b IF;s=—- Hob + biF 


pF2— pb Fs = 二 ApoEHo — pob “Fs 
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由 此 解 得 


4uopHo 
(po + 1p) - (uo0 — p)*a’/b? 


所 以 ,圆柱 空 腔 内 的 标量 磁 位 为 


Fl Se 


i 4poplo | SS 
pm (pp,$) = ee (pa) 
改 贺 柱 空 腔 内 的 磁场 强度 为 
二 bs 9 pml 1 9 pmi 
4 a$ 

1 

(po Ep) = (po ™— RY o/b 
由 上 式 可 得 到 

LH | 4p0p4 

[下 (yo+p)- (po— pp) ra/6? 


若 腔 体 为 铁 磁 材 料 , 则 因 其 相对 磁 导 率 jy, 沁 1, 上 上 式 可 近似 为 


LI 4 
iHol jy,(l- a2/b’) 


可 见 , jy; 愈 大 ,或 4a/6 愈 小 , 则 空 腔 内 的 磁场 相对 于 外 部 磁场 愈 小 , 即 磁 介 质 材 
料 圆 柱 起 到 磁 屏 蔽 作用 。 例 如 ,采用 低 碳 钢 作 磁 介 质 材 料 , ws2 000， 取 一 尖 


0.9, 则 得 Ti -人 20.01 , 即 空 腔 内 的 磁场 强度 仅 为 外 加 磁场 的 1% 。 


3.6.3 球 坐 标 系 中 的 分 离 变量 法 


具有 球面 边界 的 边 值 问题 , 宜 采 用 球 坐 标 系 中 的 分 离 变量 法 求解 。 在 球 坐 
标 系 中 ,对 于 以 极 轴 为 对 称 轴 的 问题 ,位 函数 与 坐标 变量 $ 无 关 , 则 拉 普 拉 斯 方 
程 为 


2 9 1/. 9 
V“p(r,0) 全 2 ag 


9 2)=0 (3.6.41) 


令 位 函数 g(r,0)=R(r)F(0), 代 入 上 式 , 得 
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1 d dR(r) dF. dF(O)1 
| |+ RCr) | im 023 |=0 


r2 Z 
将 上 式 各 项 乘 以 R77yEFC67 .可 得 到 


1 dr 2dR(r)] 1 d dF(0)1 
| dr | ey pT 者 a | 


由 于 此 式 对 + 和 9 取 任 意 值 时 恒 成 立 , 所 以 式 中 的 每 一 项 都 等 于 常数 , 即 


1 tr | 1 d A |= p 
R(r)drl’” dr |] © F(0)sin0 dO d0 | 


由 此 将 拉 普 拉 斯 方程 (3.6.41) 分 离 成 为 两 个 常 微分 方程 


dr 2dR(r) 
se dr 


| sn 0 


|- B20 (3.6.42) 


1 dir. 
sin 0 $lsin g 


dF(0) 
d0 


|+ ey (3.6.43) 


方程 (3.6.43) 称 为 勒 让 德 方程 。 若 分 离 常 数 & 的 取 值 为 
k= n(nt+1) (n= 0,1,2,.…) 
则 其 解 为 
F(0) = A,Pa(cos 0) + B,Q, (cos 0) (3.6.44) 


其 中 P, (cos 9) 称 为 第 一 类 勒 让 德 泡 数 ,Q, (cos 9) 称 为 第 二 类 勒 让 德 消 数 。 对 
球形 区 域 问题 ,9 在 闭 区 间 [0,x] 上 变化 ,而 Q, (cos 0) 在 0=0 和 rr 时 是 发 散 的 ， 
所 以 ,当场 域 包 含 9=0 和 的 点 时 ,在 式 (3.6.44) 中 则 应 取 B, =0, 即 


F(0) = A,P, (cos 0) (3.6.45) 


P, (cos 9) 又 称 为 勒 让 德 多 项 式 , 其 一 般 表达 式 为 


P,(cos 0) = 2 le 0—1)”] (n= 0,1,2,…) 


(3.6.46) 
下 面 给 出 前 几 个 勒 让 德 多 项 式 的 表达 式 
Po(cos 0) 1 


Pi(cos 0) = cos 0 
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P,(cos 0) = Fco80 一 六 


Pa3(cos 0) = cos0 一 cos 0 


沼 =n(n+1) 时 ,方程 (3.6.42) 的 解 为 
R(r) = Cr + Dar (n+1l) 
于 是 得 到 方程 (3.6.41) 的 基本 解 | 
p(r,0) = [Csr” + Dar ‘**!)]P, (cos 0) (3.6.47) 


由 n 取 所 有 可 能 数值 时 各 解 的 线性 组 合 , 即 得 到 球形 区 域 中 二 维 拉 普 拉 斯 方程 
(3.6.41) 的 通 解 为 


oo 


g(r,0) = >)[Cor + Dr "+l)]P, (cos 0) (3.6.48) 


n=0 


式 中 的 待定 常数 由 具体 问题 所 给 定 的 边界 条 件 确 定 。 

例 3.6.5 在 均匀 外 电场 Eo = e,Eo 中 , 放置 一 个 半径 为 a 的 导体 球 , 如 图 
3.6.6 所 示 。 设 导体 球 外 介质 为 空气 。 试 
求 导 体 球 外 的 电位 函数 和 电场 强度 。 

解 : 在 外 电场 Eo。 作用 下 ,导体 球面 上 
会 出 现 感应 电荷 分 布 ,空间 任意 一 点 的 电位 
是 均匀 外 电场 Eo 的 电位 与 感应 电荷 产生 
的 电位 之 和 。 因 导体 外 的 自由 电荷 体 密度 
为 零 ,所 以 电位 函数 满足 拉 普 拉 斯 方程 。 又 
由 于 问题 是 关于 极 轴 对 称 的 ,所 以 电位 函数 
与 变量 $ 无关 , 通 解 应 为 式 (3.6.48) 所 示 的 
形式 。 

在 导体 球 外 ,感应 电荷 的 电场 随 > 的 增加 而 减弱 , 当 + 一 % 时 减弱 为 零 , 故 
这 些 地 方 的 电位 函数 9 与 均匀 外 电场 Eo 的 电位 po 相同 , 即 

pr,0)—> po(r,0) =— Eoz =— Eorcos 0 (r—> %) (3.6.49) 


将 式 (3.6.48) 代 入 式 (3.6.49), 有 


图 3.6.6 均匀 外 电场 中 的 导体 球 


oo 


之 [Co 二 Dr-C+D]P (cos 0) 一 一 下 orcos 0 (r—> co) 


n=0 
所 以 得 到 
C,=0,D, =0(4 关 1), Ci = 
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于 是 
p(r,0) = (~ Eor + Dir™’)Pi(cos 6) = (~ Eor + Dir™’)cos 0 
设 导 体 的 电位 为 零 , 即 + =a 时 , g(a,9)=0, 得 
z (se 


Di = aiEo 
故 导 体 球 外 的 电位 函数 为 
9p(r,0)= (~—rt+ 2 0 


导体 球 外 的 电场 强度 


= e,|1 十 2(£) ] Eueas Ot s| - 1 (£) Jeosin 0 
= Eo+ (2) Bole,200s 0 + egsin 0) 
球面 上 的 感应 电荷 面 密度 为 


ps = se0er*E i 3e0oEocos 0 


即 球面 上 感应 电荷 分 布 是 6 的 函数 ,在 导体 球面 的 右 侧 有 正 的 感应 电荷 ,在 导 
体 球 面 的 左 侧 有 负 的 感应 电荷 。 


前 面 讨 论 的 镜像 法 和 分 离 变 量 法 都 属于 求解 电磁 场 边 值 问题 的 解析 解 的 方 
法 , 称 为 解析 法 。 所 得 到 的 是 电磁 场 的 空间 分 布 函数 的 解析 表示 式 , 这 是 一 个 精 
确 的 表示 式 。 但 是 ,许多 实际 问题 往往 由 于 边界 形状 过 于 复杂 ,很 难 用 解析 法 求 
解 , 这 时 则 可 借助 数值 解法 来 求 得 电磁 场 问 题 的 数值 解 。 

数值 法 的 基本 思想 是 将 所 要 求 的 整个 连续 分 布 的 场 域 空 间 的 场 转 换 为 所 求 
解 的 场 域 空间 中 各 个 离散 点 上 的 场 的 集合 。 显 然 ,离散 点 取得 越 多 ,对 场 分 布 的 
描述 就 越 精确 ,但 是 计算 量 也 越 大 。 

常用 的 数值 法 是 : 基于 应 用 微分 形式 的 电磁 场 方程 的 有 限 差分 法 、 有 限 元 法 
等 ;基于 应 用 积分 形式 的 电磁 场 方程 的 矩 量 法 、 边 界 元 法 等 。 另 外 ,用 于 分 析 时 
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变 电 磁 场 问 题 的 时 域 有 限 差 分 法 (FDTD), 近 些 年 来 也 得 到 广泛 应 用 。 本 节 只 
简要 介绍 有 限 差分 法 。 

有 限 差分 法 的 基本 思想 是 将 场 域 划 分 成 网 格 , 把 求解 场 域内 连续 的 场 分 布 
用 求解 网 格 节点 上 的 离散 的 数值 解 来 代替 , 即 用 网 格 节点 的 差分 方程 近似 代替 
场 域内 的 偏 微 分 方程 来 求解 。 一 般 说 来 ,只 要 将 网 格 划分 得 充分 细 , 所 得 结果 就 
可 达到 足够 的 精确 。 网 格 划分 的 方式 很 多 ,这 里 只 讨论 二 维 拉 普 拉 斯 方程 的 正 
方形 网 格 划分 方法 。 


3.7.1 有 限 差分 方程 


应 用 有 限 差 分 法 来 计算 静态 场 边 值 问 题 , 需 先 将 偏 微 分 方程 用 差分 方程 来 
代替 。 在 一 个 边界 为 C 的 二 维 区 域 S 内 ,电位 函数 p(z,y) 满 足 拉 普 拉 斯 方程 


+ = 0 (7 
在 边界 C 上 给 定 第 一 类 边界 条 件 , 即 
plc = f(z,y) (3.7.2) 


如 图 3.7.1 所 示 ,用 分 别 平行 于 z、y 轴 的 两 组 直线 把 场 域 S 划分 成 许多 正 
方形 网 格 ,网 格 线 的 交点 称 为 节点 ,两 相 邻 平 行 网 格 线 间 的 距离 h 称 为 步 距 。 


(ij+1) 


图 3.7.1 场 域 的 正方 形 网 格 划分 
用 p; ;表示 节点 (zi,y) 处 的 电位 值 。 利 用 二 元 函数 的 泰勒 展开 式 ,可 将 与 
节点 (zi,y;) 直 接 相 邻 的 节点 上 的 电位 值 表 示 为 


3 2 
EW A 


2 32， 
GDi+1,) = p(xi+ h ,y;) 二 Gi,; + | | ,中 … (3.7.4) 
i,j i 


之 六， 1 
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l! 


Pi,j-1 9ayj;; 7 


3 六 2 1320 \， 
p(xzi,y; — h) 二 ps |] 十 全 073 
. 7 7 
= 9 人 +h)= El 
Pi,sj+tl 一 Ji = Ji 十 ay | 


将 式 (3.7.3) 与 式 (3.7.4) 相 加 ,并 略 去 比 六 更 高 阶 的 项 ,可 得 


D2 re ns es 
人 (3.7.7) 
同 理 ,由 式 (3.7.5) 与 式 (3.7.6), 可 得 到 

2 


9 ;20 ;+ oO ;+4 
1 0 (3.7.8) 
Pa 


将 式 (3.7.7) 与 式 (3.7.8) 代 和 人 式 (3.7.1) ,可 得 到 节点 (zi,y) 处 的 差分 方程 
9 — (pe 十 gi,j-1 十 it1,; + Gi,j+1) (3.7.9) 


这 就 是 二 维 拉 普 拉 斯 方程 的 差分 格式 , 它 将 场 域内 任 一 点 的 位 沙 数 值 表示 为 周 
围 直接 相 邻 的 四 个 节点 上 位 函数 值 的 平均 值 。 这 一 关系 式 对 场 域内 的 每 一 个 节 
点 都 成 立 ,也 就 是 说 ,对 场 域 内 的 每 一 个 节点 都 可 以 列 出 一 个 式 (3.7.9) 形 式 的 
差分 方程 ,所 有 节点 的 差分 方程 构成 联 立 差分 方程 组 。 

已 知 的 边界 条 件 经 离散 化 后 成 为 边界 节点 上 的 已 知 数值 。 若 场 域 的 边界 正 
好 落 在 网 格 节 点 上 , 则 将 这 些 节点 赋予 边界 上 的 位 函数 值 。 一 般 情 况 下 , 场 域 的 
边界 不 一 定 正好 落 在 网 格 节 点 上 ,最 简单 的 近似 处 理 就 是 将 最 靠近 边界 的 节点 
作为 边界 节点 ,并 将 位 函数 的 边界 值 赋予 这 些 节点 。 


3.7.2 差分 方程 的 求解 方法 


在 求解 实际 问题 时 ,为 了 达到 足够 的 精度 , 需 将 网 格 划分 得 充分 细 , 节 点 的 
个 数 很 多 , 联 立 差分 方程 的 数目 很 大 。 因 此 ,通常 应 用 迭代 法 求解 差分 方程 组 。 
1. 简单 迭代 法 
这 一 方法 的 求解 过 程 是 , 先 对 场 域内 的 节点 赋予 迭代 初 值 p 人 ,这 里 上 标 
(0) 表 示 0 次 (初始 ) 近 似 值 。 然 后 再 按 


(xi = (4) 
1»] 


1 
[9 党 9 人 十 Pi+tl 全 


9 jj Pir (2 至 1,2，…) 


(3.7.10) 
进行 反复 迭代 (k=0,1,2,…)。 若 当 第 N 次 迭代 以 后 ,所 有 内 节点 的 相 邻 两 次 
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迭代 值 之 间 的 最 大 误差 不 超过 允许 范围 , 即 
max |9{™) - pSV |I<W (3.7.11) 


这 里 W 是 预定 的 允许 误差 ,此 时 即 可 终止 迭代 ,并 将 第 N 次 迭代 结果 作为 内 节 
点 上 电位 的 最 终 数值 解 。 

初 值 的 赋予 可 以 是 任意 的 ,但 较 好 地 估计 初 值 往往 可 以 较 快 地 求 得 解答 。 
在 赋予 初 值 后 , 按 一 个 固定 的 顺序 (通常 的 顺序 是 从 左 到 右 , 从 下 到 上 ) 依 次 计算 
各 个 节点 的 电位 值 。 当 所 有 的 节点 都 算 完 后 ,用 它们 的 新 值 代替 旧 值 , 即 完成 一 
次 达 代 。 简 单 迭 代 法 的 特点 是 用 前 一 次 迭代 得 到 的 节点 电位 值 作为 下 一 次 迭代 
的 初 值 。 

例 3.7.1 有 一 个 无 限 长 直 的 金属 槽 ,截面 为 正方 形 ,两 侧面 及 底板 接地 ， 
上 盖 板 与 侧面 绝缘 ,其 上 的 电位 为 p=100 V ,试用 有 限 差分 法 计算 槽 内 的 电位 。 

解 : 如 图 3.7.2 所 示 ,将 场 域 划分 为 16 个 网 格 ,共有 25 个 节点 ,其 中 16 个 
边界 节点 的 电位 值 是 已 知 的 ,要 计算 的 是 9 个 内 
节点 的 电位 值 。 

设 内 节点 上 电位 的 初始 迭代 值 为 


0 
BI Sp 


p12 = ph = pg = 50 (3.7.12) 


3 = 9 外 = p=75 


代入 式 (3.7.10) ,得 到 内 节点 上 电位 的 一 次 迭代 图 3.7.2 例 3.7.1 的 网 格 划分 
值 


56.25, p33 = 75， py§3 = 56.25 


S 
ww 
Il 


将 此 一 次 选 代 值 代入 式 (3.7.10) ,得 到 内 节点 上 电位 的 二 次 选 代 什 
p11) = 15.625, 9 = 21.875, gp 好 = 15.625 
p92 = 31.25, p32.= 43.75, 9g42 = 31.25 
p13 = 53.125, 9 = 65.625, ph = 53.125 


照 此 和 迭代 下 去 ,计算 到 p48) 时 ,发 现 max|g423) - p637) | 小 于 10-3。 认 为 满足 精 
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度 要 求 , 故 可 取 p428 作 为 内 节点 上 电位 的 最 终 近 似 值 , 则 有 
911 = 7.144， 921 = 9.823， 93,1 = 7.144， 
921,2 = 18.751， 二 = 25.002, 9g3,2 = 18.751， 
p13 = 42.857, p23 = 52.680, pa = 42.857 


2. 超 松 弛 和 迭代 法 
简单 迁 代 法 的 收敛 速度 较 慢 ,为 了 加 快 收敛 速度 ,实际 中 常 采用 超 松弛 迭代 
法 。 这 一 方法 采用 了 变化 量 加 权 和 迭代 ,其 迭代 过 程 为 
9 = gt + al gf — p19] (3.7.13) 


1,J 
其 中 


A 1 
pe = Ee 下 pi p41, p11] (3.7.14) 


可 以 看 出 ,与 简单 迭代 法 相 比 , 超 松 弛 迭代 法 有 两 点 重要 的 改进 :第 一 是 计 
算 每 个 节点 时 ,把 刚才 计算 得 到 的 邻近 点 的 电位 新 值 代 入 , 即 在 计算 节点 (zi， 
汶 ) 的 电位 时 ,把 它 左 边 的 节点 (zi-1,») 和 下 边 的 节点 (zi, yj-1) 的 电位 用 刚 得 
到 的 新 值 代 入 。 第 二 , 式 (3.7.13) 所 表示 的 迭代 值 的 增 量 就 是 要 求 方程 局 部 达 
到 平衡 时 应 满足 的 量 , 且 加 入 了 松弛 因子 ,以 加 快 收敛 。 

松弛 因子 的 取 值 范围 在 1 与 2 之 间 。 存 在 一 个 最 佳 松弛 因子 co, 称 为 最 
佳 收 敛 因 子 , 当 a = aop 时 ,迭代 过 程 收敛 速度 最 快 。 一 般 情 况 下 ,如 何 选择 wor 
是 一 个 很 复杂 的 问题 。 对 于 正方 形 区 域 划分 为 正方 形 网 格 时 ,每 边 的 节点 数 为 
Pp, 则 最 佳 收敛 因子 为 


2 
| 
采用 超 松弛 和 迭代 法 来 求解 例 3.7.1, 由 式 (3.7.15) 可 得 a =1.17。 仍然 取 


式 (3.7.12) 作 为 初始 迭代 值 ,代入 式 (3.7.13) 和 式 (3.7.14) 进 行 迭 代 运 算 。 经 
过 10 次 迭代 就 能 达到 相 邻 两 次 迭代 值 的 最 大 绝对 误差 小 于 10 ，。 
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3.1 电位 是 如 何 定义 的 ? E= - Vp 中 的 负 号 的 意义 是 什么 ? 
3.2 “如 果 空间 某 一 点 的 电位 为 零 , 则 该 点 的 电场 强度 也 为 零 ”, 这 种 说 法 正确 吗 ? 为 什 
么 ? 
3.3 “如 果 空间 某 一 点 的 电场 强度 为 零 , 则 该 点 的 电位 为 零 ", 这 种 说 法 正确 吗 ?为 什 


(3.7.15) 


Q opt Ei 
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么 ? 
3.4 求解 电位 函数 的 泊 松 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 时 ,边界 条 件 有 何 意义 ? 

3.5 电容 是 如 何 定义 的 ? 写 出 计算 电容 的 基本 步骤 。 

3.6 多 导体 系统 的 部 分 电容 是 如 何 定义 的 ? 试 以 考虑 地 面 影响 时 的 平行 双 导 线 为 例 ， 
说 明 部 分 电容 与 等 效 电容 的 含义 。 


3.7 计算 静电 场 能 量 的 公式 W。= 村 | ,ppdV 和 Ww。 = 十 | E .DdV 之 间 有 何 联系 ? 


在 什么 条 件 下 二 者 是 一 致 的 ? 

3.8 什么 叫 广 义 坐 标 和 广义 力 ? 你 了 解 虚 位 移 的 含义 吗 ? 

3.9 恒定 电场 基本 方程 的 微分 形式 所 表征 的 恒定 电场 性 质 是 什么 ? 

3.10 ”恒定 电场 与 静电 场 比 拟 的 理论 根据 是 什么 ? 静电 比拟 的 条 件 又 是 什么 ? 

3.11 什么 是 矢量 磁 位 4 和 标量 磁 位 p,,? 简要 氢 述 在 恒定 磁场 分 析 中 引 和 人 A 和 ea 的 
优点 。 

3.12 ”如何 定 义 电感 ? 你 会 计算 平行 双 线 、 同 轴线 的 电感 吗 ? 

3.13 写 出 用 磁场 矢量 B、H 表示 的 计算 磁场 能 量 的 公式 。 

3.14 在 保持 磁 链 不 变 的 条 件 下 ,如何 计算 磁场 力 ? 若是 保持 电流 不 变 , 又 如 何 计算 磁 
场 力 呢 ? 两 种 条 件 下 得 到 的 结果 是 相同 的 吗 ? 

3.15 什么 是 静态 场 的 边 值 问题 ? 用 文字 叙述 第 一 类 、 第 二 类 及 第 三 类 边 值 问题 。 

3.16 用 文字 氢 述 静态 场 解 的 惟一 性 定理 ,并 简要 说 明 它 的 重要 意义 。 

3.17 什么 是 镜像 法 ? 其 理论 根据 是 什么 ? 

3.18 如 何 正 确 确定 镜像 电荷 的 分 布 ? 

3.19 什么 是 分 离 变 量 法 ? 在 什么 条 件 下 , 它 对 求解 位 函数 的 拉 普 拉 斯 方程 有 8 用? 

3.20 在 直角 坐标 系 的 分 离 变 量 法 中 ,分 离 常数 & 可 以 是 虚数 吗 ? 为 什么 ? 


习 题 
3.1 长 度 为 工 的 线 电荷 ,电荷 密度 为 常数 po。(1) 计算 线 电荷 平分 面 上 的 电位 函数 
pp;(2) 利用 直接 积分 法 计算 平分 夯 上 的 E, 并 用 EE= 一 Vy 由 (1) 验 证 (2) 所 得 结果 。 
3.2 点 电荷 g1==g 位 于 点 Pi( 一 a,0,0), 男 一 点 电荷 qz = 一 29, 位 于 点 Pa(a,0,0), 求 
空间 的 零 电 位 面 。 
3.3 电场 中 有 一 半径 为 a 的 圆柱 体 ,已 知 圆柱 体内 、 外 的 电位 函数 分 别 为 
p1=0 pa 
p= 4(o- 与 jy Pp 宇 a 
(1) 求 圆柱 体内 、 外 的 电场 强度 ; (2) 这 个 圆柱 体 是 什么 材料 制 成 的 ? 其 表面 上 有 电荷 
分 布 四 ? 试 求 之 。 
3.4 已 知 y>0 的 空间 中 没有 电荷 , 试 判 断 下 列 沙 数 中 哪些 是 可 能 的 电位 解 ? 


(1) e Ycosh z;(2) e ycos zi;(3) e yaysin Zcos Zi(4) sin zsin ysin za - 


3.5 一 半径 为 Ro 的 介质 球 , 介 电 常 数 为 s= sreo, 其 内 均匀 地 分 布 着 体 密度 为 p 的 自由 
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电荷 , 斌 证 明 该 介质 球 中 心 点 的 电位 为 29+- R3。 
3.6 电场 中 有 一 半径 为 a、 介 电 常数 为 。 的 介质 球 ,已 知 球 内 ,外 的 电位 函数 分 别 为 


一 80 23 8d 0 
E+ 2e0” Eo 2 r2 ( 


pl =— Eorcos b+ 二 r 宇 a) 


3e0 
P22 e+ 2e0 

试验 证 介质 球 表 面 上 的 边界 条 件 ， 并 计算 介质 球 表面 上 的 束缚 电荷 密度 。 
3.7 两 块 无 限 大 导体 平板 分 别 置 于 x=0 和 z=4d 处 , 板 间 充满 电荷 ,其 体 电 荷 密度 为 


= 名, 极 板 的 电位 分 别 设 为 0 和 Uo, 如 图 题 3.7 所 示 ， 


求 两 导体 板 之 间 的 电位 和 电场 强度 。 
3.8 ” 试 证 明 ; 同 轴线 单位 长 度 的 静电 储 能 W。= 


2 
人 , 式 中 gi 为 单位 长 度 上 的 电荷 量 ,C 为 单位 长 度 上 


的 电容 。 

3.9 有 一 半径 为 a、 带电 荷 量 g 的 导体 球 , 其 球 
心 位 于 介 电 常数 分 别 为 si 和 ez 的 两 种 介质 分 界面 上 ， 
设 该 分 界面 为 无 限 大 平面 。 试 求 :(1) 导体 球 的 电容 ; 
(2) 总 的 静电 能 量 。 

3.10 两 平行 的 金属 板 , 板 间距 离 为 d, 竖 直 地 
插入 介 电 常数 为 。 的 液态 介质 中 ,两 板 间 加 电压 Uo， 图 题 3.7 
试 证 明 液 面 升 高 


Eorcos 0 (r 世 a) 


h = 天 
20g 


式 中 的 p 为 液体 的 质量 密度 ,g 为 重力 加 速度 。 

3.11 en 外 导体 半径 为 c; 内 、 外 导体 之 间 填 充 两 层 有 损耗 介 

质 ,其 介 电 常 数 分 别 为 s; 和 ez, 电 导 率 分 别 为 ci 和 cz ,两 层 介 质 的 分 界面 为 同 轴 圆 柱 面 , 分 
界面 半径 为 2。 当 外 加 电压 Uo 时 , 试 求 :(1) 介质 中 的 电流 密度 和 电场 强度 分 布 ;(2) 同 轴 电 
缆 单 位 长 度 的 电容 及 漏电 阻 。 

3.12 在 电导 率 为 o 的 无 限 大 均匀 介质 内 ,有 两 个 半径 分 别 为 Ri 和 RR; 的 理想 导体 小 


” 球 ,两 小 球 之 间 的 距离 为 2( 设 4 污 尺 I 、d 污 RR,), 试 求 两 个 小 导体 球面 之 间 的 电阻 。( 注 :只 


需求 一 级 近似 解 ) 。 

3.13 在 一 块 厚度 为 4 的 导体 板 上 ,由 两 个 半径 分 别 为 r1 和 xs 的 圆 弧 和 夹 角 为 a 的 两 
半径 割 出 的 一 块 扇形 体 ,如 图 题 3.13 所 示 。 试 求 ;(1) 沿 导体 板 厚度 方向 的 电阻 ;(2) 两 圆 红 
面 间 的 电阻 ;(3) 沿 a 方向 的 两 电极 间 的 电阻 。 设 导体 板 的 电导 率 为 n。 
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图 题 3.13 图 题 3.15 


3.15 无 限 长 直线 电流 了 垂直 于 磁 导 率 分 别 为 jy 和 Am 的 两 种 磁 介质 的 分 界面 ,如 图 题 
3.15 所 示 , 试 求 :(1) 两 种 磁 介 质 中 的 磁感应 强度 Bl 和 B,;(2) 磁化 电流 分 布 。 

3.16 已 知 一 个 平面 电流 回路 在 真空 中 产生 的 磁场 强度 为 Ho, 若 此 平面 电流 回路 位 于 
磁 导 率 分 别 为 y1 和 ma 的 两 种 均匀 磁 介质 的 分 界面 上 , 试 求 两 种 磁 介 质 中 的 磁场 强度 政和 
H,。 

3.17 证 明 : 在 不 同 磁 介 质 的 分 界面 上 ,矢量 磁 位 4 的 切 向 分 量 是 连续 的 。 

3.18 长 直 导 线 附近 有 一 和 矩形 回路 ,此 回路 与 导线 不 共 面 ,如 图 题 3.18 所 示 。 试 证 明 直 
导线 与 矩形 回路 间 的 互感 为 
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图 题 3.18 


3:19 同 轴 线 的 内 导体 是 半径 为 a 的 圆柱 ,外 导体 是 半径 
为 的 菏 圆 柱 面 ,其 厚度 可 忽略 不 计 。 内 、 外 导体 间 填 充 有 磁 
导 率 分 别 为 Ai 和 ma 的 两 种 磁 介 质 , 如 图 题 3.19 所 示 。 设 同 轴 
线 中 通过 的 电流 为 , 试 求 :(1) 同 轴线 中 单位 长 度 所 储存 的 磁 
场 能 量 ; (2) 同 轴线 单位 长 度 的 自 感 。 

3.20 如 图 题 3.20 所 示 的 长 螺 线 管 ,单位 长 度 上 密 绕 N 
还 线圈 ,通过 电流 1, 铁心 的 磁 导 率 为 y、 截 面积 为 S, 求 作用 在 
它 上 面 的 磁场 力 。 图 题 3.19 
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3.21 一 个 点 电荷 g 与 无 限 大 导体 平面 距离 为 ,如 果 把 它 移 到 无 穷 远 处 ,需要 做 多 少 
功 ? 

3.22 一 个 点 电荷 g 放 在 60° 的 接地 导体 角 域 内 的 点 (1,1,0) 处 ,如 图 题 3.22 所 示 。 试 
求 :(1) 所 有 镜像 电荷 的 位 置 和 大 小 ;(2) 点 P(2,1,0) 处 的 电位 。 


91,0) 5 1,0) 


OYOXOIOIOIOYOIOIOIOIOIOLO. 。 
| x 2 
图 题 3.20 图 题 3.22 


3.23 ”一 个 电荷 量 为 9、 质 量 为 m 的 小 带电 体 ,放置 在 无 限 大 导体 平面 的 下 方 ,与 平面 
相距 为 hn。 和 欲 使 带电 体 受 到 的 静电 力 恰 好 与 重力 相 平 衡 ,电荷 g 的 量 值 应 为 多 少 ? ( 设 m= 
2x1073 kg,h =0.02 m) 

3.24 一 个 半径 为 R 的 导体 球 带 有 电荷 Q, 在 球体 外 距离 球 心 为 D 处 有 一 个 点 电荷 g。 


(1) 求 点 电荷 9 与 导体 球 之 间 的 静电 力 ;(2) 证 明 : 当 9 与 Q 同 号 , 且 瑟 Q<_ RD __R 


(D2- R2)2 D 

成 立时 ,下 表现 为 吸引 力 。 和 

3.25 一 个 半径 为 a 的 无 限 长 金属 圆柱 薄 壳 ， 平行 于 地 面 ， 其 轴线 与 地 面相 距 为 h。 在 
圆柱 薄 壳 内 距 轴 线 为 ro 处 ,平行 放置 一 根 电 荷 线 密度 为 p, 的 长 直 细 导线 ,如 图 题 3.25 所 示 。 
设 圆柱 藩 壳 与 地 面 间 的 电压 为 Uo , 求 金属 圆柱 薄 亮 内 、 外 的 电位 分 布 。 

3.26 如 图 题 3.26 所 示 , 在 z<0 的 下 半空 间 是 介 电 和 常数 为 的 电介质 ,上 半空 间 为 空 

气 ,距离 介质 平面 户 处 有 一 点 电荷 gs。 试 求 :(1) z>0 和 z<0 的 两 个 半空 间 内 的 电位 分 布 ; 
(2) 电介质 表面 上 的 极 化 电荷 密度 ,并 证 明 表面 上 的 极 化 电荷 总 量 等 于 镜像 电荷 gq 。 


图 题 3.25 图 题 3.26 
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3.27 磁 导 率 分 别 为 yi 和 ys 的 两 种 磁 介质 的 分 界面 为 无 限 大 平面 ,在 磁 介质 1 中 ,有 一 
个 半径 为 a 、 载 电流 为 了 的 细 导 线 圆 环 ,与 分 界面 平行 有 相距 为 h, 如 图 题 3.27 所 示 。 设 
六 六 a , 试 求 细 导 线 圆 环 所 受 的 磁场 力 。 

3.28 平行 双 线 传输 线 的 半径 为 a, 线 间距 为 a4。 在 传输 线 下 方 h 处 放置 相对 磁 导 率 为 
4 的 铁 磁性 平板 ,如 图 题 3.28 所 示 。 设 a hh,a < 全 dd, 试 求 此 传输 线 单位 长 度 的 外 自 感 。 


和 


图 题 3.27 图 题 3.28 


3.29 如 图 题 3.29 所 示 的 导体 槽 ,底面 保持 电位 Uo ,两 个 侧面 的 电位 皆 为 零 , 试 求 槽 内 
的 电位 分 布 。 

3.30 如 图 题 3.30 所 示 ,两 块 无 限 大 接地 导体 板 ,两 板 之 间 有 一 与 z 轴 平 行 的 线 电荷 
qi, 其 位 置 为 (0,4), 求 板 间 的 电位 分 布 。 


y 


Uo 


图 题 3.29 图 题 3.30 


3.31 如 图 题 3.31 所 示 ,在 均匀 电场 BEo = e,Eo 中 垂直 于 电场 方向 放置 一 根 半径 为 a 的 
无 限 长 导体 圆柱 。 求 导体 圆柱 外 的 电位 和 电场 强度 ,并 求 导体 圆柱 表面 上 的 感应 电荷 密度 。 

3.32 如 图 题 3.32 所 示 , 一 个 半径 为 5 无限 长 的 薄 导 体 圆 柱 面 被 分 割 成 4 个 1/4 圆柱 
面 ,彼此 绝缘 。 其 中 ,第 二 象限 和 第 四 象限 的 1/4 圆柱 面 接地 ,第 -一 象限 和 第 三 象限 的 1/4 网 
柱 面 分 别 保 持 电位 Uo 和 一 UV , 试 求 圆柱 面 内 的 电位 函数 。 


图 题 3.31 1 图 题 3.32 
3.33 如 图 题 3.33 所 示 ,一 无 限 长 介质 圆柱 的 半径 为 a、 介 电 常 数 为 e, 在 距离 轴线 ro 
处 (ro>>a) 有 一 与 圆柱 平行 的 无 限 长 线 电荷 9 , 试 求 空间 各 部 分 的 电位 。 
3.34 如 图 题 3.34 所 示 ,无限 大 的 介质 外 加 均匀 电场 Eo = e-Eo ,在 介质 中 有 一 个 半径 
为 a 的 球形 空 腔 , 求 空 腔 内 、 外 的 电场 强度 和 空 腔 表 面 的 极 化 电荷 密度 。 


图 题 3.33 ` 图 题 3.34 
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在 时 变 的 情况 下 ,电场 和 磁场 相互 激励 ,在 空间 形成 电磁 波 , 时 变 电 磁 场 的 
能 量 以 电磁 波 的 形式 进行 传播 。 电 磁场 的 波动 方程 描述 了 电磁 场 的 波动 性 ,本 
章 首 先 对 电磁 场 的 波动 方程 进行 讨论 。 

在 时 变 电 磁 场 的 情况 下 ,也 可 以 引入 辅助 位 函数 来 描述 电磁 场 , 使 一 些 复杂 
问题 的 分 析 求 解 过 程 得 以 简化 。 本 章 对 时 变 电 磁 场 的 位 函数 及 其 微分 方程 进行 
了 讨论 。 

电磁 能 量 一 如 其 它 能 量 服从 能 量 守恒 原理 , 本章 将 讨论 电磁 场 的 能 流 和 表 
征 电磁 场 能 量 守恒 关系 的 坡 印 廷 定理 。 

本 章 在 最 后 讨论 了 随时 间 按 正弦 函数 变化 的 时 变 电 磁场 ,这 种 时 变 电 磁 场 
称 为 时 谐 电磁 场 或 正弦 电磁 场 。 


由 麦克 斯 韦 方程 可 以 建立 电磁 场 的 波动 方程 , 它 揭示 了 时 变 电 磁 场 的 运动 
规律 , 即 电磁 场 的 波动 性 。 下 面 建立 无 源 空间 中 电磁 场 的 波动 方程 。 
在 无 源 空 间 中 ,电流 密度 和 电荷 密度 处 处 为 零 , 即 p=0、J =0。 在 线性 、 各 
向 同性 的 均匀 媒质 中 ,五 和 满足 的 麦克 斯 韦 方程 为 
9 五 


和 (4.1.1) 
9 

vxE=-p3 (4.1.2) 

vy.H=0 (4.1.3) 

V .已 =0 (4.1.4) 


对 式 (4.1.2) 两 边 取 旋 度 ,有 
Vx(vVxE)=-y(V xH) 
将 式 (4.1.1) 代 入 上 式 , 得 到 


2 
Vy 


二 0 
af” 
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利用 矢量 恒等式 Vx(V xXE)=V(V:E)-- V2*E 和 式 (4.1.4), 可 得 到 
Vip -egE=0 (4.1.5) 


此 式 即 为 无 源 区 域 中 电场 强度 矢量 E 满足 的 波动 方程 。 
同 理 可 得 到 无 源 区 域 中 磁场 强度 矢量 到 满足 的 波动 方程 为 
viH- SHE-0 人 开国 
无 源 区 域 中 的 下 或 刀 可 以 通过 求解 式 (4.1.5) 或 式 (4.1.6) 的 波动 方程 得 到 。 
在 直角 坐标 系 中 ,波动 方程 可 以 分 解 为 三 个 标量 方程 ,每 个 方程 中 只 含有 一 
个 场 分 量 。 例 如 , 式 (4.1.5) 可 以 分 解 为 


a + I 0 (4.1.7) 
+ = .1. 
922 ay2 az2 入 372 
EFE, 9E, oFE, 22E, 
十 十 本 = 0 4.1.8 
Be Oy ‘Ej 人 ) 
HE, 9E, oFE, 92 FE, 


+ + -~ = 可。 
ar? ay 9 z2 LE azr? 0 (4 1 9) 


在 其 它 坐标 系 中 分 解 得 到 的 三 个 标量 方程 都 具有 复杂 的 形式 。 

波动 方程 的 解 是 在 空间 中 沿 一 个 特定 方向 传播 的 电磁 波 。 研 究 电磁 波 的 传 
播 问题 都 可 归结 为 在 给 定 的 边界 条 件 和 初始 条 件 下 求 波动 方程 的 解 。 当 然 , 除 
最 简单 的 情况 外 ,求解 波动 方程 常常 是 很 复杂 的 。 


在 静态 场 中 引入 了 标量 电位 来 描述 电场 ,引入 了 矢量 磁 位 和 标量 磁 位 来 描 
述 磁 场 ,使 对 电场 和 磁场 的 分 析 得 到 很 大 程度 的 简化 。 对 于 时 变 电 磁 场 , 也 可 以 
引入 位 函数 来 描述 ,使 一 些 问 题 的 分 析 得 到 简化 。 


4.2.1 矢量 位 和 标量 位 


由 于 磁场 B 的 散 度 恒 等 于 零 , 即 V.B =0, 因 此 可 以 将 磁场 B 表示 为 一 个 
矢量 函数 A 的 旋 度 , 即 


B=VxA (4.2.1) 
式 中 的 矢量 函数 4 称 为 电磁 场 的 矢量 位 ,单位 是 T.m( 特 斯 拉 : 米 )。 
将 式 (4.2.1) 代 入 方程 VxE= -条 ,有 


溢 
WE 
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即 


E+ =— Vp (4.2.2) 

式 中 的 标量 函数 p 称 为 电磁 场 的 标量 位 ,单位 是 V( 伏 )。 由 式 (4.2.2) 可 将 电 
场 强度 矢量 E 用 矢量 位 A 和 标量 位 p 表示 为 

a (4.2.3) 

由 式 (4.2.1) 和 式 (4.2.3) 定 义 的 矢量 位 和 标量 位 并 不 是 惟一 的 ,也 就 是 说 ， 


对 于 同样 的 E 和 BB, 除了 可 用 一 组 A 和 ep 来 表示 外 ,还 存在 另外 的 A 和 ,使 
94- 


得 B=VxXA 和 E= -3 一 Vp。 实际 上 , 设 y 为 任意 标量 消 数 , 今 
A'=A+Vy 
Re (4.2.4) 
则 有 
VxA =VxA+Vx(Vy)=VxA=B 
- 疆 一 vw =- 六 (4+V)-v( | vop=E 


由 于 y 为 任意 标量 函数 ,所 以 由 式 (4.2.4) 定 义 的 4 和 wo 有 无 穷 多 组 。 出 
现 这 种 现象 的 原因 在 于 确定 一 个 矢量 场 需 要 同时 规定 该 矢量 场 的 散 度 和 旋 度 ， 
而 式 (4.2.1) 只 规定 了 矢量 位 4 的 旋 度 ,没有 规定 矢量 位 4 的 散 度 。 因 此 , 通 
过 适当 地 规定 矢量 位 4 的 散 度 ,不 仅 可 以 得 到 惟一 的 A 和 9, 而 且 还 可 以 使 问 
题 的 求解 得 以 简化 。 在 电磁 场 工程 中 ,通常 规定 矢量 位 4 的 散 度 为 


3 
V. 4 =- pe 3 (4.2.5) 


此 式 称 为 洛 仑 北条 件 。 
4.2.2 达 朗 贝尔 方程 


在 线性 、 各 向 同性 的 均匀 媒质 中 ,将 B= YxA 和 EE= -人 -vp 代入 方 


程 VXH=J+e 守 , 则 有 


. 2 
a _ 04. 99 
VxVxA=y.J NS :7 | 
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利用 矢量 恒等式 YXxVx4=V(V'.4)-YV2:4 ,可 得 到 


a2 /9 
WA (4.2.6) 


同样 ,将 = - 仁 一 Vp 代入 VE=p, 可 得 到 
v2p + 天 (YA) = 一 < (4.2.7) 
式 (4.2.6) 和 式 (4.2.7) 是 关于 A 和 og 的 一 组 耦合 微分 方程 ,可 通过 适当 地 规定 
矢量 位 4 的 散 度 来 加 以 简化 。 利 用 洛 仑 兹 条 件 (4.2.5), 由 式 (4.2.6) 和 式 
(4.2.7) 可 得 到 


D2 
VA -pe =p (4.2.8) 
92 1 
Vp (4.2.9) 


式 (4.2.8) 和 和 式 (4.2.9) 就 是 在 洛 仑 效 条件 下 ,矢量 位 4 和 标量 位 p 所 满足 的 微 
分 方程 , 称 为 达 朗 贝尔 方程 。 

由 式 (4.2.8) 和 式 (4.2.9) 可 知 ,采用 洛 仑 兹 条 件 使 矢量 位 4 和 标量 位 p 分 
离 在 两 个 独立 的 方程 中 , 且 矢量 位 4 仅 与 电流 密度 J 有 关 ,而 标量 位 p 仅 与 电 
荷 密 度 。 有 关 , 这 对 方程 的 求解 是 有 利 的 。 如 果 不 采 用 洛 仓 效 条 件 ,而 选择 另外 
的 VA ,得 到 的 A 和 og 的 方程 将 不 同 于 式 (4.2.8) 和 式 (4.2.9) ,其 解 也 不 相同 ， 
但 最 终 由 A 和 og 求 出 的 E 和 B 是 相同 的 。 


电场 和 磁场 都 具有 能 量 ,在 线性 、 各 向 同性 的 媒质 中 ,电场 能 量 密度 ww 与 
磁场 能 量 密度 wm 分 别 为 


i 3E:D (3 
HB (4.3.2) 
在 时 变 电 磁 场 中 ,电磁 场 能 量 密度 w 等 于 电场 能 量 密度 w。 与 磁场 能 量 密度 
wn 之 和 , 即 
Ww = wt vw = lp.pD+iH.B (4.3.3) 
全 m 2 2 . 


当场 随时 间 变 化 时 ,空间 各 点 的 电磁 场 能 量 密度 也 要 随时 间 改 变 , 从 而 引起 电磁 
能 量 流动 。 为 了 描述 能 量 的 流动 状况 ,引入 了 能 流 密度 矢量 ,其 方向 表示 能 量 的 
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流动 方向 ,其 大 小 表示 单位 时 间 内 穿 过 与 能 量 流动 方向 相 垂直 的 单位 面积 的 能 
量 。 能 流 密度 矢量 又 称 为 坡 印 廷 矢量 ,用 S$ 表示 ,其 单位 为 W/m ( 瓦 / 米 ”)。 
电磁 能 量 一 如 其 它 能 量 服 从 能 量 守恒 原理 。 下 面 将 讨论 表征 电磁 场 能 量 守 
恒 关 系 的 坡 印 廷 定理 ,以 及 描述 电磁 能 量 流动 的 坡 印 廷 矢量 的 表达 式 。 
坡 印 廷 定理 可 由 麦克 斯 韦 方程 组 推导 出 来 。 假 设 闭 合 面 S 包围 的 体积 V 
中 无 外 加 源 ,媒质 是 线性 和 各 向 同性 的 , 且 参 数 不 随时 间 变 化 。 分 别 用 五 点 乘 


9 9B ， 
方程 VxH=J+ 守 、HH 点 乘 方程 VxE=- 疆 , 得 


oaD 


E:(VxH)=E:J+E.3, 


-_ 百 .52 
HE 


将 以 上 两 式 相 减 ,得 到 
E.(VxH)-H:(VxE)=E.J+E:SP+H: 2 


在 线性 .各 向 同性 的 媒质 中 , 当 参 数 不 随 时 间 变 化 时 


aB ”a(xH) 1 93(xH.H) 311 
a at | 


H.: 


aD _P.ateE) 1 a(eE: E) _ ol , 


Ee 9 2 3 3 


于 是 得 到 
E:(vVxH)-H.(VxE)= (HB+3E:D)rE:y 
再 利用 矢量 恒等式 
~V.(ExH)=E:.:(VxH)-H':!(VxE) 
可 得 到 
1 1 


~-v(ExH)=F (2H:B+3E:.D+E.J (4.3.4) 


在 体积 V 上 ,对 式 (4.3.4) 两 端 积分 ,并 应 用 散 度 定理 , 即 可 得 到 


~ (ExH).ds=H 3H: B+3E:. Dav+) BE: Jdv 
Ss dt Vy 2 2 Vy 


(4.3.5) 
这 就 是 表征 电磁 能 量 守 恒 关系 的 坡 印 廷 定理 。 


在 式 (4.3.5) 中 , 右 端 第 一 项 §), (Sn ‘B+FE-: D jaV 是 在 单位 时 间 内 


体积 V 中 所 增加 的 电磁 场 能 量 ; 右 端 第 二 项 | E .JdV 是 在 单位 时 间 内 电场 对 体 
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积 V 中 的 电流 所 做 的 功 ,在 导电 媒质 中 ,| 瑟 jd |_ . EdV 即 为 体积 V 内 


总 的 损耗 功率 。 根 据 能 量 守恒 关系 , 式 (4.3.5) 左 端的 -中 (ExH) .dS 则 是 单位 


时 间 内 通过 曲面 S 进入 体积 V 的 电磁 能 量 ,所 以 矢量 Ex 吾 是 一 个 与 垂直 通过 
单位 面积 的 功率 相关 的 矢量 。 因 此 ,我 们 将 EX H 定义 为 电磁 能 流 密度 矢量 5， 
即 
S=ExH (4.3.6) 
这 样 , 若 已 知 某 点 的 EE 和 五 ,由 式 (4.3.6) 即 可 求 出 该 点 的 能 流 密度 矢量 。 
由 式 (4.3.6) 可 知 ,S$ 既 垂 直 于 E 也 垂直 于 
电 , 又 由 于 和 也 是 相互 重 直 的 ,因此 SE、H E 
三 者 是 相互 垂直 的 , 且 成 右 旋 关 系 ,如 图 4.3.1 所 
示 。 由 此 可 知 , 任 一 时 刻 、 空 间 任 一 点 的 能 流 密度 
矢量 的 大 小 为 
S(r,t) = E(r,t)H(r,t) (4.3.7) 
由 于 式 中 的 (r,t) 和 二 (7,z) 都 是 瞬时 值 ,所 以 玖 
能 流 密度 S(r,i) 也 是 瞬时 值 ,只 有 当 E(r,z) 和 
H(r,z) 同 时 达到 最 大 值 时 ,能 流 密度 S(r,z) 才 
达到 最 大 。 若 菜 一 时 刻 ,E(r ,i) 或 辽 (r ,zt) 为 零 , 则 能 流 密度 S(r ,i) 也 为 零 。 
例 4.3.1 同 轴线 的 内 导体 半径 为 a、 外 导体 的 内 半径 为 5, 其 间 填 充 均 勾 
的 理想 介质 。 设 内 外 导体 间 的 电压 为 上 ,导体 中 流 过 的 电流 为 I[。(1) 在 导体 
为 理想 导体 的 情况 下 ,计算 同 轴线 中 传输 的 功率 ;(2) 当 导体 的 电导 率 为 有 限 
值 时 ,计算 通过 内 导体 表面 进入 每 单位 长 度 内 导体 的 功率 。 
解 : (1) 在 内 、 外 导体 为 理想 导体 的 情况 下 ,电场 和 磁场 只 存在 于 内 、 外 导 
体 之 间 的 理想 介质 中 ,内 、 外 导体 表面 的 电场 无 切 向 分 量 ,只 有 电场 的 径 向 分 量 。 
利用 高 斯 定律 和 安培 环 路 定理 ,容易 求 得 内 外 导体 之 间 的 电场 和 磁场 分 别 为 


图 4.3.1 能 流 密度 矢量 


: U 
LT (a<p<5) 


H = (a<p<5) 


es 270 
内 、 外 导体 之 间 任 意 横 截面 上 的 坡 印 廷 矢量 为 
二 ue U I UI 
a [> (a we 2ro ln(bla) 
电磁 能 量 在 内 外 导体 之 间 的 介质 中 沿 = 轴 方 向 流动 , 即 由 电源 流向 负载 ,如 图 
4.3.2 所 示 。 穿 过 任意 横 截 面 的 功率 为 
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图 4.3.2 同 轴线 中 的 电场 磁场 和 坡 印 廷 矢量 (理想 导体 情况 ) 


p=|s.e. S| rae = UI 
与 电路 中 的 分 析 结 果 相 易 合 。 可 见 , 同 轴线 传输 的 功率 是 通过 内 外 导体 间 的 电 
磁场 传递 到 负载 ,而 不 是 经 过 导体 内 部 传递 的 。 
(2) 当 导 体 的 电导 率 5 为 有 限 值 时 ,导体 内 部 存在 沿 电流 方向 的 电场 
J 了 


五 内 二 二 6@z 并 


Ta oO 


根据 边界 条 件 ,在 内 导体 表面 上 电场 的 切 向 分 量 连续 , 即 Es = En,。 因 此 ,在 
内 导体 表面 外 侧 的 电场 为 


加 U I 
EE -=。 本 bo aln(b /a) HE nao 


磁场 则 仍 为 
Hy |,-a = es 元 - 
内 导体 表面 外 侧 的 坡 印 廷 矢量 为 
S 外 |。-。= (Es X Hx)|,-, =- e 于 十 ez 二 


由 此 可 见 , 内 导体 表面 外 侧 的 坡 印 廷 矢量 既 有 轴 向 分 量 ,也 有 径 向 分 量 , 如 图 
4.3.3 所 示 。 


图 4.3.3 同 轴线 中 的 电场 磁场 和 坡 印 廷 矢量 ( 非 理 想 导 体 人 情况) 
进入 每 单位 长 度 内 导体 的 功率 为 


1 
rn 
2 = | sn py (一 en)dS = 2 区 2), 37 一 了 一 -27ddz = ve 元 0 2 


2 
= RE? 
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式 中 及 = 一 二 是 单位 长 度 内 导体 的 电阻 。 由 此 可 见 , 进 入 内 导体 中 的 功率 等 于 


rao 
以 上 分 析 表 明 ,电磁 能 量 是 通过 电磁 场 传输 的 ,导体 仅 起 着 定向 引导 电磁 能 
流 的 作用 。 当 导体 的 电导 率 为 有 限 值 时 ,进入 导体 中 的 功率 全 部 被 导体 所 吸收 ， 
成 为 导体 中 的 焦耳 热 损耗 功率 。 


在 分 析 有 界 区 域 的 时 变 电 磁 场 问 题 时 ,常常 需要 在 给 定 的 初始 条 件 和 边界 
条 件 下 ,求解 麦克 斯 韦 方 程 。 那 么 ,在 什么 定 解 条 件 下 ,有 界 区 域 中 的 麦克 斯 填 
方程 的 解 才 是 惟一 的 昵 ? 这 就 是 麦克 斯 韦 方 程 的 解 的 惟一 问题 。 

惟一 性 定理 指出 :在 以 闭合 曲面 S 为 边界 的 有 界 区 域 了 内 ,如 果 给 定 t=0 
时 刻 的 电场 强度 EE 和 磁场 强度 五 的 初始 值 , 并 且 在 上 之 0 时 ,给 定 边界 面 S 上 
的 电场 强度 EE 的 切 向 分 量 或 磁场 强度 HH 的 切 向 分 量 ,那么 ,在 z>0 时 ,区 域 V 
内 的 电磁 场 由 麦克 斯 韦 方 程 惟一 地 确定 。 

下 面 利 用 反 证 法 对 惟一 性 定理 给 予 证 明 。 假 设 区 域 V 内 的 解 不 是 惟一 的 ， 
那么 至 少 存在 两 组 解 E1 、H1 和 E,、H, 满足 同样 的 麦克 斯 韦 方 程 , 且 具 有 相同 
的 初始 条 件 和 边界 条 件 。 令 

Eo= E11= E;. Ho= Hi- NH; 
则 z=0 时 ,在 区 域 V 内 ,Eo 和 Ho 的 初始 值 为 零 ; 在 t 宇 0 时 ,边界 面 S 上 电场 
强度 Eo 的 切 向 分 量 为 零 或 磁场 强度 Ho 的 切 向 分 量 为 零 , 且 Eo、Ho 满足 麦克 
斯 韦 方程 


9Eo 
Vx Ho = aoEo +e 9¢ 
aHo 
VxEo Te 
y: (xHo) = 0 
MA (eEo) PP 0 
因此 ,根据 坡 印 廷 定理 ,应 有 
d 1 1 ; 
-bE x Ho) .endS = |, (dal + FelBol?)av + | olEol?dv 


根据 Eo 或 HH 的 边界 条 件 , 上 式 左 端的 被 积 函数 为 
(Eo x Ho) en|s 一 (eu X 五 0) 。 Ho|s = (Ho Xx e,) Eols =0 
所 以 ,得 
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ad 
dz 


由 于 Eo 和 Ho 的 初始 值 为 零 ,将 上 式 两 边 在 (0,z) 上 对 上 积分 ,可 得 
| (5 | |2 + 六 Eo? jay +| (| lgopavjd =0 


上 式 中 两 项 积分 的 被 积 函数 均 为 非 负 的 ,要 使 得 积分 为 零 , 必 有 
Eo 一 0， Ho =0 


1 2 2 | 人 人 
, (ze lH + elEo| jav+ lzolzay =0 


即 
E!= E,, H:= 五 
这 就 证 明了 惟一 性 定理 。 
惟一 性 定理 指出 了 获得 惟一 解 所 必须 满足 的 条 件 , 为 电磁 场 问 题 的 求解 提 
供 了 理论 依据 ,具有 非常 重要 的 意义 和 广泛 的 应 用 。 


在 时 变 电 磁 场 中 ,如 果 场 源 以 一 定 的 角 频 率 随 时 间 呈 时 谐 (正弦 或 余弦 ) 变 
化 , 则 所 产生 的 电磁 场 也 以 同样 的 角 频 率 随 时 间 呈 时 谐 变 化 。 这 种 以 一 定 角 频 
率 作 时 谐 变 化 的 电磁 场 , 称 为 时 谐 电磁 场 或 正弦 电磁 场 。 在 工程 上 ,应 用 最 多 的 
是 时 谐 电磁 场 。 同 时 ,任意 的 时 变 场 在 一 定 的 条 件 下 都 可 通过 傅 里 叶 分 析 方 法 
展开 为 不 同 频 率 的 时 谐 场 的 县 加 。 因 此 ,研究 时 谐 电 磁场 具有 重要 的 意义 。 


4.5.1 时 谐 电 磁场 的 复数 表示 


对 时 谐 电 磁场 采用 复数 方法 表示 可 使 问题 的 分 析 得 以 简化 。 设 u(r,z) 是 
一 个 以 角 频 率 w 随时 间 呈 时 谐 变 化 的 标量 函数 ,其 瞬时 表示 式 为 


u(r,t) = um(r)cos[wt + $(r)] (4.5.1) 
式 中 wn(r) 为 振幅 , 它 仅 为 空间 坐标 的 函数 ;w 为 角 频 率 ;%(r) 是 与 时 间 无 关 的 
初 相位 。 
利用 复数 取 实 部 表示 方法 ,可 将 式 (4.5.1) 写 成 
u(r,t) = Relu,(r)e’ Ve] = Reli (r)e”] (4.5.2) 


式 中 
a (Fr) = wr 
称 为 复 振幅 ,或 称 为 u(r ,i) 的 复数 形式 。 为 了 区 别 复数 形式 与 实数 形式 ,这 里 
用 打 “. ”的 符号 表示 复数 形式 。 
任意 时 谐 矢 量 函 数 F(r ,zt) 可 分 解 为 三 个 分 量 F,(r,i)(i= 二 Xx,y,z), 每 一 
个 分 量 都 是 时 谐 标量 函数 , 即 
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Fi(r,i) = Fn(r)cos[lwt + $.(r)] (i = x,y,z) 
它们 可 用 复数 表示 为 
Fi(r,i1) = Re[ FE， (r)es(" ee] (i= 工 ,y，z) 
于 是 
F(r,i) =eF,(r,t) + eyFy(r,t) + esF,.(r,t) 
Re 


Re[ Fn(r)e”] (4.5.3) 
其 中 
Ra(r) = esFom(r)e’™ + eFon(r)atD + euFon(r)e’" (4.5.4) 
称 为 时 谐 矢 量 函 数 F(r,z) 的 复 矢量 。 z 
式 (4.5.3) 是 瞬时 矢量 F(r,z) 与 复 矢量 所,(7) 的 关系 。 对 二 给 定 的 瞬时 
矢量 ,由 式 (4.5.3) 可 写 出 与 之 相应 的 复 矢量 ;反之 ,给 定 一 个 复 矢量 ,由 式 
(4.5.3) 可 写 出 与 之 相应 的 瞬时 矢量 。 
必须 注意 , 复 矢量 只 是 一 种 数学 表示 方式 , 它 只 与 空间 有 关 , 而 与 时 间 无 关 。 
复 矢 量 并 不 是 真实 的 场 矢量 ,真实 的 场 矢 量 是 与 之 相应 的 瞬时 矢量 。 而 且 , 只 有 
频率 相同 的 时 谐 场 之 间 才 能 使 用 复 矢 量 的 方法 进行 运算 。 
例 4.5.1 将 下 列 场 矢量 的 瞬时 值 形式 写 为 复数 形式 。 
(1) E(z,1)=eEsmcos(wt — kz+$.)+ eBEynsin(wt— kzt+ $,) 


(2) H(z,z,i)= eHok [ )s( 至 jam(ez ~ ot) + eHocos (于 jeos( be 


— wt ) 


解 : (1) 由 于 
E(z,i1) = eFmcos(wit — kz + $$.)+ eymcos ot 一 Az + 网 一 2 


= Re[l e, Ene j(wt—kzt$ ) 四 oR 
根据 式 (4.5.3) ,可知 电场 强度 的 复 矢量 为 


i (kz i( —kz+$ — 工 : , 
RR 
(2) 因为 cos( kz — wt) = cos(wt — kz) 


—jkz 


sin(kz 一 wi) = cos| te 一 wt 一 到 )= eos (ar 一 kz+ | 


所 以 


a 。 TT —jkz +in/2 TT 一 jx 
H(zx,z) = eHot (Esin(e) I + eHocos( )e E 
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例 4.5.2 已 知 电场 强度 复 矢量 E(x) = esjEzwcos(ksz), 其 中 En 和, 
为 实 常 数 。 写 出 电场 强度 的 瞬时 矢量 。 | 
解 : 根据 式 (4.5.3), 可 得 电场 强度 的 瞬时 矢量 
E(z,1) =Rel e,jE,,cos(k,.z)e”] = Ra ost 


= e, Emcos( bz)cos wt 十 ) 


4.5.2 复 矢量 的 麦克 斯 韦 方 程 


对 于 一 般 的 时 变 电 磁 场 , 麦 克 斯 韦 方程 组 为 


本 2 了 
和 


vxE=- 字 
V.:B=0 
V.D= p 
在 时 谐 电 磁场 中 ,对 时 间 的 导数 可 用 复数 形式 表示 为 
= Re[Ea(r)a“] = Re| 艺 [ECr)a“]|= Re[jog (r)e™] 


利用 此 运算 规律 ,可 将 麦克 斯 韦 方程 组 写成 


jwt 


V x Re[H,(r)e”] = Relj,(r)e”]+ Re[joDa(r)e” 
V x Re[ Es(r)e”] = Re[-joB (re 
V. RelB,(r)e”]=0 
V. Re[D,(r)e”] = Rel pn(r)e”] 
将 微分 算 子 “V ”与 实 部 符号 “Re” 交 换 顺 序 , 有 
Re[V x FH,(r)e”] = Reljs(r)e”] + ReljwD,(r)e” 
Re[V x E,(r)e”] = Re[-joB(r)e“] 
Rel V: Bu(r)e”] =0 
Re[l V. D,(r)e”] Re[ bs(r)e”] 
由 于 以 上 表示 式 对 于 任何 时 刻 i 均 成 立 , 故 实 部 符号 可 以 消去 ,于 是 得 到 
z VvV x Halr) = Jn(r) + jwDn(r) (4.5.5) 


V x Es(r) =- jwB,(r) (4.5.6) 
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V. Bu,(r)=0 (4.5.7) 
v. Dr)=o(r) (4.5.8) 
这 就 是 时 谐 电 磁场 的 复 矢量 所 满足 的 麦克 斯 韦 方程 ,也 称 为 麦克 斯 韦 方程 的 复 


数 形式 。 

这 里 为 了 突出 复数 形式 与 实数 形式 的 区 别 ,用 打 “. "符号 表示 复数 形式 。 由 
于 复数 形式 的 公式 与 实数 形式 的 公式 之 间 存 在 明显 的 区 别 ,将 复数 形式 的 “…" 去 
掉 ,并 不 会 引起 混淆 。 因 此 以 后 用 复数 形式 时 不 再 打 ”… 符 号 ,并 略 去 下 标 m, 故 


将 麦克 斯 韦 方程 的 复数 形式 写成 
VxH=J+jwD (4.5.9) 
VxXE=-jwB (4.5.10) 
VB=0 (4.5.11) 
Vy.D=0po (4.5.12) 


4.5.3 复 电 容 率 和 复 磁 导 率 


实际 的 媒质 都 是 有 损耗 的 ,电导 率 为 有 限 值 的 导电 媒质 存在 欧姆 损耗 , 电 介 
质 的 极 化 存在 电极 化 损耗 , 磁 介 质 的 磁化 存在 磁化 损耗 。 损 耗 的 大 小 除 与 媒质 
的 材料 有 关外 ,也 与 场 随时 间 变 化 的 快慢 有 关 。 一 些 媒质 在 低频 场 中 损耗 可 以 
忽略 ,而 在 高 频 场 中 损耗 往往 就 不 能 忽略 了 。 
在 时 谐 电 磁场 中 ,对 于 介 电 常数 为 es、 电导 率 为 c 的 导电 媒质 , 式 (4.5.9) 可 
写 为 
VxH-= eB tjveB = jo(e jE B= jweE (4.5.13) 
式 中 


EE (4.5.14) 


由 此 可 见 , 这 类 导电 媒质 的 欧姆 损耗 以 负 虚 数 形式 反映 在 媒质 的 本 构 关系 中 。 
因此 , 称 s。 为 等 效 复 介 电 常 数 或 复 电容 率 。 

类 似 地 ,对 于 存在 电极 化 损耗 的 电介质 ,表征 其 电极 化 特性 的 介 电 常 数 是 一 
个 复数 

ee. =€ -je (4.5.15) 

称 为 复 介 电 常 数 或 复 电 容 率 。e” 表征 电介质 中 的 电极 化 损耗 ,是 大 于 零 的 正 数 。 
在 高 频 时 谐 场 中 ,e 和 e 都 是 频率 的 函数 。 

当 媒 质 同 时 存在 电极 化 损耗 和 欧姆 损耗 时 ,其 等 效 复 介 电 常 数 可 写 为 


Be | (4.5.16) 
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在 工程 上 ， 通常 用 损耗 角 正 急 tan 6. 来 表征 电介质 的 损耗 特性 ,其 定义 为 
tan 6. =— S (4.5.17) 
对 于 导电 媒质 ,其 损耗 角 正 切 为 
tan 6, = 5 = 也 (4.5.18) 


WE 


二 描述 了 导电 媒质 中 的 传导 电流 与 位 移 电 流 的 振幅 之 比 。 当 二 -1( 通 党 


取 二 < TD) 时 ， 媒质 中 传导 电流 的 振幅 远 远 小 于 位 移 电 流 的 振幅 ,因此 称 为 弱 


导电 媒质 或 良 绝缘 体 。 而 当 二 >1( 通 常 取 碾 ->100) 时 ， 媒质 中 传导 电流 的 振幅 


运 运 大 于 位 移 电 流 的 振幅 ,因此 称 为 良 导体 。 应 当 注 意 ,同一 种 媒质 在 低频 时 可 
能 是 良 导 体 ,而 在 很 高 的 频率 时 就 可 能 变 得 类 似 于 绝缘 体 了 。 
与 电介质 的 情形 相似 ,对 于 存在 磁化 损耗 的 磁 介 质 ,表征 其 磁化 特性 的 磁 导 
率 也 是 一 个 复数 
Le= pp -jp (4.5.19) 
称 为 复 磁 导 率 。 其 中 , 性 表征 磁 介质 中 的 磁化 损耗 ,是 大 于 零 的 正 数 。 磁 介质 
的 损耗 角 正 切 tan 6, 定义 为 


tan 6, 部 (4.5.20) 


例 4.5.3 海水 的 电导 率 o =4 S/m, 相 对 电容 率 e, = 81。 求 海水 在 频率 
f=1 kHz 和 f=1 GHz 时 的 等 效 复 电 容 率 e。。 
解 : 当 f=1 kHz 时 


-9 
so =e -j=81x ] . 


36xr 12xrx 103 
=7.16Xx10 0 —j6.37 x 10 ~- j6.37 x 10™4 F/m 
当 f=1 GHz 时 


10™” . 4 


攻 和 -10 _ x; -10 
36z ] 7 x 109 7.16x 10 j6.37 x 10 F/m 


eo=e-ijS=81x 


4.5.4 净 姆 霍 效 方程 
对 于 时 谐 电 磁场 ,将 37at 一 jw、327at2-> - o2, 则 由 式 (4.1.5) 和 式 (4.1.6) 


VvV:H+kH=0 
. (4.5.21) 


VE+kE=0 
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式 中 
k= wunue (4.5.22) 
式 (4.5.21) 即 为 时 谐 电 磁场 的 复 矢 量 E 和 五 在 无 源 空间 中 所 满足 的 波动 
方程 ,通常 又 称 为 交 姆 霍 兹 方程 。 
如 果 媒 质 是 有 损耗 的 , 即 介 电 常数 或 磁 导 率 为 复数 , 则 有 也 相应 地 变 为 复 
数 &.。 对 于 电导 率 o 关 0 的 导电 媒质 ,用 式 (4.5.14) 中 的 等 效 复 介 电 常数 s。 代 
替 式 (4.5.22) 中 的 e ,得 到 
k. = w nee (4.5.23) 
波动 方程 (4.5.21) 形 式 不 变 , 只 是 将 & 蔡 换 为 &。 


4.5.5 时 谐 场 的 位 函数 
对 于 时 谐 电 磁场 的 情形 ,矢量 位 和 标量 位 都 可 改 用 复数 , 即 


五 三 1 VxA 
有 (4.5.24) 
五 = 一 jo4 — Vo 
洛 仑 效 条 件 变 为 
V. A = 一 jwpep (4.5.25) 
达 表 贝尔 方程 变 为 
VA +kA=- (4.5.26) 
Vip+ kg =- 2p (4.5.27) 
其 中 hk? = wpeo 
由 洛 仑 兹 条 件 (4.5.25) ,可 将 标量 位 wp 表示 为 
vv:A 
人 一 jwue 
代 人 式 (4.5.24) , 则 可 得 到 
H= a VxA 
£ 
(4.5.28) 
E=-jwA A =-jio (4 + A | 
CE Ek 


4.5.6 平均 能 量 密度 和 平均 能 流 密度 矢量 
前 面 讨论 的 坡 印 廷 失 量 是 瞬时 值 矢量 ,表示 瞬时 能 流 密度 。 在 时 谐 电磁 场 


中 ,一 个 周期 内 的 平均 能 流 密度 矢量 S$,,( 即 平均 坡 印 廷 矢量 ) 更 有 意义 。 式 
(4.3.6) 的 平均 值 为 
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了 2r/w 
S$,, = 二 | Sd: = 乞 | Sdi (4.5.29) 
0 0 


式 中 人 = 和 为 时 谐 电 磁场 的 时 间 周期 。 

S。 也 可 以 直接 由 场 矢量 的 复数 形式 来 计算 。 对 于 时 谐 电 磁场 , 坡 印 廷 矢量 
可 写 为 

S=ExH= RelEe”]x RelHe”] 


i 


DI 上 | FI LI 


[Ee” + (Ee”)*]x 去 [He + (He™)”*] 


[Ex He”“+E*xH’'e*”]+~-[E*xH+ExH'*] 


| 


[ExHe” +(ExHe”)’]+7[(ExXH*)*+ExH*] 


{| 


1 
4 

1 
4 


Re[ E x He”]+ FRelE xH*|] 
代入 式 (4.5.29), 可 得 到 


=5RelE x H*] (4.5.30) 


其 中 “x* "表示 取 共 轿 复 数 。 
类 似 地 ,可 以 得 到 电场 能 量 密度 和 磁场 能 量 密度 的 时 间 平 均值 分 别 为 


-到 as = TRe(eB .EB*) = le. 
wow = 地 DO 4 RelecE 五 ”“) = aE E (4.5.31) 


Tmav = 于 | wdt = FRe(y.H "H*)= TH “ 百 ” (4.5.32) 
由 麦克 斯 韦 方 程 组 的 复数 形式 可 以 导出 复数 形式 的 坡 印 廷 定理 。 设 介质 的 
介 电 常数 e。 和 磁 导 率 we 都 是 复数 。 由 恒等式 
V.(ExXH*)=H*.VxE-E:.:VxH’' 


和 
VxE=-ijwH, VxXH’*= 0oE’ -ijw.E” 
得 
VvV. (ExXH’*)=-ijwH:.H’ +iw  E.:.E*-oE'.E’ 
即 
1 X . 1 闪 1 头 闪 1 其 
~ V5(EXH ) = jw 万 pe 再 殖 一 jw ec E:E +7oE':E 


将 上 式 对 体积 V 积分 ,并 应 用 散 度 定理 将 左边 体积 分 变 为 面积 分 ,得 
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-中 (ExH'). dS -jw | (3 :下 -Fe EE dvt 
V 


| 1p ".E*dV 


v2 
由 于 
1 1 /1, 类 下 » 并 
j 7 wpeH ， 五 ie -jx)H.H’* = “HH:H +j oH.H 
1 pe 1 wp ， el 
一 j 7 “E.E*= je 二 js )E:.E’* = FueE 五 jeoe 五 ， 五 “ 
于 是 得 到 


要 .入 关 ek 。 1 pa 6 x 1 ” 2 x 1 : 放 
(ExH") dS = | (3 oH H + Fwek 五 + 0E 五 jay 


+j2o | ,( 才 p 酝 和 了 se 到 Sy jav 
Se + prmav + pie jdV 十 这 w | (um 一 meav)dY 
(4.5.33) 
式 中 pmo = 村 op 再 :再 "bes= 于 ae 下 下 bis= 二 oE: 忆 "分别 是 单位 体积 


内 的 磁 损耗 、 介 电 损 耗 和 焦耳 热 损 耗 的 平均 值 。 式 (4.5.33) 即 为 复数 形式 的 坡 
印 廷 定理 , 其 右 端的 两 项 分 别 表示 体积 V 内 的 有 功 功 率 和 无 功 功率 。 式 
(4.5.33) 左 端的 面积 分 是 穿 过 闭合 面 S 的 复 功 率 ,其 实 部 为 有 功 功 率 , 即 功率 
的 时 间 平 均值 ,被 积 函数 的 实 部 即 为 平均 能 流 密度 矢量 S。。 

例 4.5.4 在 无 源 (o =0、J=0) 的 自由 空间 中 ,已 知 电磁 场 的 电场 强度 复 矢 


量 
E(z)= eEoe V/m 
式 中 和 Eo 为 常数 。 求 :(1) 磁场 强度 复 矢量 H(z);(2) 瞬时 坡 印 廷 矢量 $; 
(3) 平均 坡 印 廷 矢量 S。。 
解 : (1) 由 VY XE= 一 jwxoH ,得 


1 1 a 二 优 
= 一 双 X =- 一 一 一 一 Xx RS ssh 
H(z) 二 5 E = 0 3 eyboe ee 


(2) 电场 .磁场 的 瞬时 值 为 | 
E(z,1) = Re[ E(z)e”] = eyEocos( wt 一 kz) 


本 EE,. 
H(z,1) = Re[ H(z)e”] =— e, cos(wt - kz) 
WH0 


所 以 ,瞬时 坡 印 廷 矢量 S 为 
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kE 
S=ExH= eBocos(wt — kz) x |- ez Bo S(t 一 kz) | 
0 


2 
=@, —cos (wt — kz) 
OHA0 


(3) 由 式 (4.5.30), 可 得 平均 坡 印 廷 矢量 
1 -jkz kEo -it | 1 
S$, = 于 Re| eBoe x (~ oe ) |- 于 Re| o, 0 
或 由 式 (4.5.29) 计 算 


w/2n EE? 
S,, = | [e — 0 cos? (wt 一 hz) |d = 
ww wo 


4.1 在 时 变 电 磁 场 中 是 如 何 引 入 动态 位 4 和 og 的? 4 和 9 不 惟一 的 原因 何在 ? 
4.2 什么 是 洛 仑 兹 条 件 ? 为 何 要 引入 洛 仑 兹 条 件 ? 在 洛 仑 北条 件 下 ,4 和 og 满足 什么 
方程 ? 
坡 印 廷 矢量 是 如 何 定义 的 ? 它 的 物理 意义 是 什么 ? 
什么 是 坡 印 廷 定理 ? 它 的 物理 意义 是 什么 ? 
什么 是 时 变 电 磁 场 的 惟一 性 定理 ? 它 有 何 重要 意义 ? 
什么 是 时 谐 电 磁场 ? 研究 时 谐 电 磁场 有 何 意义 ? 
时 谐 电 磁场 的 复 矢量 是 如 何 定义 的 ? 它 与 瞬时 场 撩 量 之 间 是 什么 关系 ? 
时 谐 电 磁场 的 复 矢 量 是 真实 的 场 矢 量 吗 ? 引 人 复 矢量 的 意义 何在 ? 
时 谐 场 的 平均 坡 印 廷 矢量 是 如 何 定义 的 ? 如 何 由 复 矢量 计算 平均 坡 印 廷 矢量 ? 
10 时 谐 场 的 瞬时 坡 印 廷 矢量 与 平均 坡 印 廷 矢量 有 何 关 系 ? 是 否 有 S(r,z) = 
Re[Ss(r)s”]? 
4.11 ， 试 写 出 复数 形式 的 麦克 斯 韦 方 程 组 。 它 与 瞬时 形式 的 麦克 斯 志方 程 组 有 人 和 何 区 别 ? 
4.12 复 介 电 常 数 的 虚 部 描述 了 介质 的 什么 特性 ? 如 果 不 用 复 介 电 常 数 ,如 何 表示 介质 
的 损耗 ? 
4.13 如 何 解释 复数 形式 的 坡 印 廷 定理 中 各 项 的 物理 意义 ? 


河 题 


oa rw 


4 
4 
4 
4 
4. 
4 
4 . 
4 . 


4.1 证 明 以 下 矢量 本数 清 中 真空 中 的 无 源流 动 方程 v?E 一 三 时 =0, 其 中 全， 
Eo 为 常数 。 
(1) 已 = eBocos( wz 一 全 = ); (2) 五 E=e,Eosin( 所 z cos( wt); 


(3) 五 = aEocos( wr + ez ) 
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4.2 在 无 损耗 的 线性 、 各 向 同性 媒质 中 ,电场 强度 E(r) 的 波动 方程 为 
VE(r)+w yeE(r)=0 

已 知 矢量 函数 B(r)= Eoe ““ ,其 中 Bo 和 是 常 矢量 。 试 证 明 E(x) 满 足 波动 方程 的 条 件 
是 ?Y=w ye, 这 里 &= |k|。 

4.3 已 知 无 源 的 空气 中 的 磁场 强度 为 

H = e,0.1sin(10rz)cos(6r xX 10z ~ kz) Am 

利用 波动 方程 求 常数 的 值 。 

4.4 证明: 矢量 函数 =e.Eocos (wt -名 x ) 满 足 真空 中 的 无 源 波动 方程 


C 


2 
2 


c” 9z° 2 


但 不 满足 麦克 斯 韦 方程 。 
4.5 证 明 : 在 有 电荷 密度 p 和 电流 密度 j 的 均匀 无 损耗 媒质 中 ,电场 强度 E 和 磁场 强 


度 互 的 波动 方程 为 


3" 3 p 2 oH _ 
ViE-peSi= p+v(L), Y H- pe 可 一 一 YX 
4.6 在 应 用 电磁 位 时 , 如果 不 采用 洛 仑 兹 条 件 ,而 采用 库仑 条 件 V.A =0, 导 出 4 和 9? 
所 满足 的 微分 方程 。 


4.7 证 明 在 无 源 空间 (o=0,J=0) 中 ,可 以 引入 矢量 位 4。 和 标量 位 pu, 定义 为 
D=-VxA, 


94。 


H =- Vp 一 EF 


并 推导 4。 和 gw 的 微分 方程 。 
4.8 给 定 标量 位 2=z ct 及 矢量 位 人 = er (于 一 +), 式 中 = 一下。(1) 试 证 明 ， 


"A= 一 poeo 22;(2) 求 也.B、E 和 Di(3) 证 明 上 述 结果 满足 自由 空间 的 麦克 斯 韦 方程。 


4.9 自由 空间 中 的 电磁 场 为 
E(z,t) = e,1000cos(wt — kz) V/m 
H(z,t) = e,2.65cos(wt - kz) A/m 
式 中 &= w Vuoeo =0.42 rad/m。 求 :(1) 瞬时 坡 印 廷 
矢量 ;(2) 平均 坡 印 廷 矢量 ;(3) 任 一 时 刻 流入 如 图 题 
4. 9 所 示 的 平行 六 面体 (长 1 m、 模 截面 积 为 0.25 m ) 
中 的 净 功 率 。 | 
4.10 已 知 某 电磁 场 的 复 矢量 为 
E(z) = e,jEosin(koz) V/m 


H(z) = e,a/ 人 Eocos( ko z) A/m 
0 
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式 中 ho = 窟 = 蕊 ,c 为 真空 中 的 光速 ,in 是 波长 。 求 :(1) z=0、 乱 、 凶 各 点 处 的 瞬时 坡 印 迁 


矢量 ;(2) 以 上 各 点 处 的 平均 坡 印 廷 矢量 。 
4.11 在 横 截 面 为 cx2 的 矩形 金属 波导 中 ,电磁场 的 复 矢 量 为 


E =- e,jw 2 Hosin( TE )e V/m 
H= | 。 jp 一 2 Hosin( I z )+ eHocos( 下 | A/m 


式 中 Ho 、w、p 和 8B 都 是 实 常数 。 求 :(1) 瞬时 坡 印 廷 矢量 ;(2) 平均 坡 印 廷 矢量 。 
4.12 在 球 坐 标 系 中 ,已 知 电磁 场 的 瞬时 值 


E 

E(r,1) = ey 全 si Osin(wt - kor) V/m 
Eo . 和 

下 (rz) = es Ep Osin(wi ~ kor) A/m 
0 


式 中 Eu 为 常数 ,mo Sn 全 克 =w Vpoeo。 试 计算 通过 以 坐标 原点 为 球 心 、ro 为 半径 的 球 


面 S 的 总 功率 。 
4.13 已 知 无 源 的 真空 中 电磁 波 的 电场 


五 一 cEocos( ot 所 = V/m 


证 明 $. = ew c ,其 中 tuw 是 电磁 场 能 量 密度 的 时 间 平 均值 ,c= -为 电磁 波 在 真空 中 
VV Ko E0 


的 传播 速度 。 
4.14 设 电 场 强度 和 磁场 强度 分 别 为 
E= Eocos(wi+ J.) 和 H= Hocos(wt + y,) 


证 明 其 坡 印 廷 矢量 的 平均 值 为 


Ss, 一 二 Xx Hocos( 人 二 yn) 


4.15 在 半径 为 a、 电导 率 为 o 的 无 限 长 直 圆 柱 导 线 中 , 沿 轴 向 通 以 均匀 分 布 的 恒定 电 
流 1, 且 导线 表面 上 有 均匀 分 布 的 电荷 面 密度 o, 。 

(1) 求 导 线 表面 外 侧 的 坡 印 廷 矢量 5; 

(2) 证 明 : 由 导线 表面 进入 其 内 部 的 功率 等 于 导线 内 的 焦耳 热 损耗 功率 。 

4.16 由 半径 为 a 的 两 圆 形 导体 平板 构成 一 平行 板 电容 器 ,间距 为 4 ,两 板 间 充满 介 电 
常数 为 es、. 电 导 率 为 的 媒质 ,如 图 题 4.16 所 示 。 设 两 板 间 外 加 缓 变 电 压 w = Uncos o, 略 
去 边缘 效应 , 试 求 : 

(1) 电容 器 内 的 瞬时 坡 印 廷 矢量 和 平均 坡 印 廷 矢量 ; 

(2) 进入 电容 器 的 平均 功率 ; 

(3) 电容 器 内 损耗 的 瞬时 功率 和 平均 功率 。 


图 题 4.16 


4.17 已 知 真空 中 两 个 沿 z 方向 传播 的 电磁 波 的 电场 为 
El! = e ELeie 

RE 
其 中 $ 为 常数 .=w W1566。 证 明 总 的 平均 坡 印 廷 矢量 等 于 两 个 波 的 平均 坡 印 廷 矢量 之 
和 。 

4.18 试 证 明 电磁 能 量 密度 w= 广 e |E |*+ 兴 py | 政 |? 和 坡 印 延 矢 量 S= 马 x 克 在 下 
列 变换 下 都 具有 不 变性 : 

FE: = Ecos $+ THsin $, Hi =- Esin $+ Hcos$ 


其 中 乡 为 常数 .7=A/ 各 。 


第 5 章 
均匀 平面 波 在 无 界 空间 中 的 传播 


在 上 一 章 中 ,我 们 从 麦克 斯 韦 方 程 出 发 ,导出 了 电场 强度 E 和 磁场 强度 五 
所 满足 的 波动 方程 。 本 章 我 们 将 讨论 电磁 波 的 传播 规律 与 特点 。 我 们 从 最 简单 
的 均匀 平面 波 着 手 ,所 谓 均 匀 平 面 波 , 是 指 电 磁 波 的 场 矢 量 只 沿 着 它 的 传播 方向 
变化 ,在 与 波 传播 方向 垂直 的 无 限 大 平面 内 ,电场 强度 E 和 磁场 强度 H 的 方向 、 
振幅 和 相位 都 保持 不 变 。 例 如 , 沿 直角 坐标 系 的 z 方向 传播 的 均匀 平面 波 ,在 z 
和 y 所 构成 的 模 平 面 上 无 变化 ,如 图 5.1.1 所 示 。 

均匀 平面 波 是 电磁 波 的 一 种 理想 情 
况 , 它 的 特性 及 讨论 方法 简单 ,但 又 能 
征 电磁 波 重 要 的 和 主要 的 性 质 。 虽 然 这 
种 均匀 平面 波 实 际 上 并 不 存在 ,但 讨论 
这 种 均匀 平面 波 是 具有 实际 意义 的 。 因 
为 在 距离 波源 足够 远 的 地 方 , 呈 球面 的 
波 阵 面 上 的 一 小 部 分 就 可 以 近似 看 作 一 
个 均匀 平面 波 。 

本 章 首先 讨论 在 无 界 理想 介质 中 均 
匀 平 面 波 的 传播 特点 和 各 项 参数 的 物理 
意义 ,然后 讨论 有 耗 媒 质 中 均匀 平面 波 
的 传播 特点 ,最 后 讨论 各 向 异性 媒质 中 图 5.1.1 均匀 平面 波 
均匀 平面 波 的 传播 特点 。 


5.1.1 理想 介质 中 的 均匀 平面 波 函 数 


假设 所 讨论 的 区 域 为 无 源 区 , 即 o。=0、J=0, 生 充满 线性 、 各 向 同性 的 均 勾 
理想 介质 ,现在 我 们 来 讨论 均匀 平面 波 在 这 种 理想 介质 中 的 传播 特点 。 首 先 考 
虑 一 种 简单 的 情况 ,假设 我 们 选用 的 直角 坐标 系 中 均匀 平面 波 沿 x 方向 传播 ， 
则 电场 强度 E 和 磁场 强度 也 都 不 是 zx 和 y 的 函数 , 即 
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3E _ 9E _ 


aH _ 9H _ 
De 有 
同时 ,由 V:E=0 和 YH=0, 有 
aF, aH, 
= 0， - =0 


再 根据 EE。 和 瓦 。 的 波动 方程 ,可 得 到 
E,.=0, H,.=0 
这 表明 沿 z 方向 传播 的 均匀 平面 波 的 电场 强度 EE 和 磁场 强度 百 都 没有 沿 传 播 
方向 的 分 量 , 即 电场 强度 E 和 磁场 强度 了 H 都 与 波 的 传播 方向 垂直 ,这 种 波 又 称 
为 模 电 磁 波 (TEM 波 )。 
对 于 沿 = 方向 传播 的 均匀 平面 波 ,电场 强度 EE 和 磁场 强度 吾 的 分 量 E, 下 ， 
和 瓦 。 已 , 满足 标量 交 姆 霍 兹 方程 


SE =0 (5.1.1) 
+ RE = 0 (5.1.2) 
4 + k*H,=0 z (5.1.3) 
3 +k*H,=0 (5.1.4) 


上 述 四 个 方程 都 是 二 阶 常 微分 方程 ,它们 具有 相同 的 形式 ,因而 它们 的 解 的 形式 
也 相同 。 下 面 只 对 方程 (5.1.1) 及 其 解 进 行 讨论 。 
方程 (5.1.1) 的 通 解 为 
EF,(z) = ee 十 Ase™ | (5.1.5) 
其 中 A1= Eiwe '、As = Esme ,$1、#2 分 别 为 A1、As 的 辐 角 。 写 成 瞬时 表达 
式 , 则 为 
FE,(z,1) = Re[ FE,(z)e”] = Fincos(wt — kz + $1) + Encos(wt + kz + $,) 
(5.1.6) 


5.1.2 理想 介质 中 的 均匀 平面 波 的 传播 特点 


式 (5.1.5) 的 第 一 项 代表 沿 + > 方向 传播 的 均匀 平面 波 , 第 二 项 代表 沿 - z 
方向 传播 的 均匀 平面 波 。 对 于 无 界 的 均匀 媒质 中 只 存在 沿 一 个 方向 传播 的 波 ， 
这 里 讨论 沿 正 z 方向 传播 的 均 色 平面波 , 即 

E,(z) = Ene el (5.1.7) 
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瞬时 表达 式 为 
FE (z,t) = Emcos(wt — kz + $,) (5.1.8) 
可 见 , 场 分 量 E,(z,i) 既 是 时 间 的 周期 函数 ,又 是 空间 坐标 的 周期 函数 。 

在 z= 常数 的 平面 上 ,E,(z,t) 随 时 间 : 作 周 期 性 变化 。 图 5.1.2 给 出 了 
EF,(0,z)=jmcos wt 的 变化 曲线 ,这 里 取 $6 =0。wi 为 时 间 相 位 ,w 则 表示 单 
位 时 间 内 的 相位 变化 , 称 为 角 频 率 , 单 位 为 rad/s。 由 wT = 2x 得 到 场 量 随时 间 
变化 的 周期 为 


T= 经 (5.1.9) 
CU 
它 表 征 在 给 定 的 位 置 上 ,时 间 相 位 变化 2x 的 时 间 间 隔 。 
f= 未 = 起 (5.1.10) 


为 电磁 波 的 频率 。 


HF 
图 5.1.2 EE,(0,t) = Ecos wt 的 曲线 图 5.1.3 E(z,0)= Encos kz 的 曲线 

在 任意 固定 时 刻 ,E,(z,z) 随 空间 坐标 z 作 周 期 性 变化 ,图 5.1.3 给 出 了 

EE,(z,0)= Emcos kz 的 变化 曲线 。kz 为 空间 相位 ,所 以 波 的 等 相位 面 ( 波 阵 

面 ) 是 z 为 常数 的 平面 , 故 称 为 平面 波 。& 表示 波 传播 单位 距离 的 相位 变化 , 称 

为 相位 常数 ,单位 为 rad/m。 在 任意 固定 时 刻 ,空间 相位 差 为 2x 的 两 个 波 阵 面 

之 间 的 距离 称 为 电磁 波 的 波长 ,用 4 表示 ,单位 为 m。 由 也 =2rx 可 得 到 

p 亿 (5.1.11) 


由 于 名 =w Vpye =2xf Vpne ,又 可 得 到 
1 


不 过 (5.1.12) 
f Vpe 
可 见 , 电 磁 波 的 波长 不 仅 与 频率 有 关 , 还 与 媒质 参数 有 关 。 
由 式 (5.1.11) 可 得 到 
CO 


A 
所 以 & 的 大 小 也 表示 在 2x 的 空间 距离 内 所 包含 的 波长 数 , 所 以 又 将 & 称 为 波 
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数 。 

电磁 波 的 等 相位 面 在 空间 中 的 移动 速度 称 为 相位 速度 ,或 简称 相 速 ,以 vw 
表示 ,单位 为 m/s。 图 5.1.4 给 出 了 EE,(z,ti)= Ewcos(wt 一 kz) 在 几 个 不 同时 
刻 的 图 形 , 对 于 波 上 任 一 固定 观察 点 (如 波峰 点 P), 其 相位 为 恒定 值 , 即 wz 
kz = 常数 ,于 是 wdt 一 kdz==0, 由 此 得 到 均匀 平面 波 的 相 速 为 


_dz_w 
v= = (5.1.14) 


由 于 有 =w Vpe ,所 以 又 得 到 
Gel) 


图 5.1.4 刀 个 不 同时 刻 E,(z,t) = Emcos(wt 一 kz) 的 图 形 
由 此 可 见 , 在 理想 介质 中 ,均匀 平面 波 的 相 速 与 频率 无 关 , 但 与 媒质 参数 有 关 。 
在 自由 空间 = 二 二 X10? F/m; p= yo=4xX10-7H/m, 这 时 


36x 
1 8 
v= vo=-— = 3x10° m/s (5.1.16) 
V E0LKO 
为 自由 空间 的 光速 。 
利用 麦克 斯 韦 方程 ,可 得 到 电磁 波 的 磁场 表达 式 。 由 V XE= -jwxH ,有 
9 E(k 
六 pe A 
jw ?jc 9z ? wp 
= Bone = e， i (5.1.17) 
其 瞬时 表示 式 为 
H= e, HEocos( on — kz + $,) (5.1.18) 
其 中 


=A (Q) (5.1.19) 


是 电场 的 振幅 与 磁场 的 振幅 之 比 ,具有 阻抗 的 量 纲 , 故 称 为 波 阻 抗 。 由 于 7 的 
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值 与 媒质 的 参数 有 关 , 因 此 又 称 为 媒质 的 本 征 阻抗 (或 特性 阻抗 )。 在 自由 空间 
中 


7 = Yo 有 = 120x 2 377 (0) (5.1.20) 

由 式 (5.1.17) 可 知 ,磁场 与 电场 之 间 满 足 关系 
H= exE (5.1.21) 
E= Hxe, (5.1.22) 


由 此 可 见 , 电 场 五 磁场 百 本 代打 让 全 和 之 间 相 互 垂 直 , 且 遵循 右手 螺旋 关系 ， 
如 图 5.1.5 所 示 。 


图 5.1.5 理想 介质 中 均匀 平面 波 的 E 和 了 H 
在 理想 介质 中 ,由 于 | 也 | = 三 |E| ,所 以 有 
FelEl? = FxIH| (5.1.23) 


这 表明 ,在 理想 介质 中 ,均匀 平面 波 的 电场 能 量 密度 等 于 磁场 能 量 密度 。 因 此 ， 
电磁 能 量 密度 可 表示 为 


w= w+ ws = elBl +#xIH! = elE|* = plH|? (5.1.24) 
在 理想 介质 中 ,瞬时 坡 印 廷 矢量 为 
Ss= ExH= Ex(exE)= eIEl (5.1.25) 
平均 坡 印 廷 矢量 为 
$= FRe[ExH*]- ReLE Xo BE) Bl 
(5.1.26) 


由 此 可 见 ,均匀 平面 波 电 磁 能 量 沿 波 的 传播 方向 流动 。 
综合 以 上 的 讨论 ,可 将 理想 介质 中 的 均匀 平面 波 的 传播 特点 归纳 为 : 
OD 电场 E、 磁 场 H 与 传播 方向 e, 之 间 相 互 垂直 ,是 模 电 磁 波 (TEM 波 ); 
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@O 电场 与 磁场 的 振幅 不 变 ; 

@ 波 阻 抗 为 实数 ,电场 与 磁场 同 相 位 ; 

@ 电磁 波 的 相 速 与 频率 无 关 ; 

@ 电场 能 量 密度 等 于 磁场 能 量 密度 。 

例 5.1.1 频率 为 100 MHz 的 均匀 平面 波 , 在 一 无 耗 媒质 中 沿 + z 方向 传 
播 , 其 电场 = e,E,。 已 知 该 媒质 的 相对 介 电 常数 e, =4、 相 对 磁 导 率 wk,=1, 且 
当 1=0,z=1/8 m 时 ,电场 幅 值 为 10“ V/Am。(1) 求 五 的 瞬时 表示 式 ;(2) 求 
HH 的 瞬时 表示 式 。 

解 : (1) 设 五 的 瞬时 表示 式 为 

E(z,i) = e,E, = e,10 cos(wt — kz+ $) 
式 中 
w = 2xf = 2x x 10° rad/s 


2x x 10° 4 
k= w Vep = ep 一 人 0 V4 = 本 区 rad/m 


对 于 余弦 函数 , 当 相 角 为 零 时 达 振 幅 值 。 因 此 ,考虑 条 件 :=0、z=1/8 时 电场 达 
到 幅 值 ,有 


he a 
eg 
所 以 
E(z,:) =e.10 cos(2x x 10't -等 z+ 至 ) 


= e:10cos| 2x x 10z 一 (2 一 吝 ] V/m 
(2) HH 的 瞬时 表示 式 为 


式 中 


7 = EF.= 60x 0 


-4 
H(z,i1) = ey Weos| 2 x 103z 一 了 xl> 二 名 )] A/m 


例 5.1.2 频率 为 9.4 GHz 的 均匀 平面 波 在 聚 乙烯 中 传播 , 设 其 为 无 耗材 
料 ,相对 介 电 常数 为 se,=2.26。 若 磁场 的 振幅 为 7 mA/m, 求 相 速 、 波 长 、 波 阻抗 
和 电场 强度 的 幅 值 。 | 

解 : 由 题 意 


因此 
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er = 2.26、 p41 = 1、 f= 9.4x10 Hz 


因此 
人 大 = 本 = 1.996 x 108 m/s 
和 A= f = 1 m = 2.12 cm 
A 


E, = Hs,y = 7xX10°x251V/m= 1.757 V/m 


例 5.1.3 自由 空间 中 平面 波 的 电场 强度 玉 =e,50cos(wt - kz) V/m, 求 在 
z 二 zo 处 垂直 穿 过 半径 R=2.5 m 的 圆 平面 的 平均 功率 。 
解 : 电场 强度 五 的 复数 表示 式 为 


-jkz 


五 = e,S0e 
自由 空间 的 本 征 阻抗 为 
no = 120x 
故 得 到 该 平面 波 的 磁场 强度 
FE 5 —jkz 
H= e, 本 12ne A/ 
于 是 ,平均 坡 印 廷 矢量 
i FRe(ExH’) 六 6X50x 六 = es 33 W/m 
垂直 穿 过 半径 R=2.5m 的 圆 平面 的 平均 功率 
本 .Je ~ 125 _ 125 2 _ 
P,, = |s. dS = 3X xR? = XX (2.5) = 65.1 W 


5.1.3 沿 任意 方向 传播 的 均匀 平面 波 


我 们 知道 均匀 平面 波 的 传播 方向 与 等 相位 面 垂直 ,在 等 相位 面 内 任 一 点 的 
电磁 场 的 大 小 和 方向 都 是 相同 的 ,这 些 都 与 坐标 系 的 选择 无 关 。 前 面 讨论 了 沿 
坐标 轴 方 向 传播 的 均匀 平面 波 ,这 里 讨论 均匀 平面 波 沿 任意 方向 传播 的 一 般 情 

图 5.1.6 所 示 为 沿 任意 方向 传播 的 均匀 平面 波 , 传 播 方向 的 单位 矢量 为 
eno 年 义 一 个 波 矢 量 大 ,其 大 小 为 相位 常数 有 方向 为 eu, 即 
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k= ek = ek, + ek, + ek, 
(5.1.27) 
式 中 &,、k,、k, 为 的 三 个 分 量 。 
沿 e, 方向 传播 的 均匀 平面 波 是 一 种 特 
殊 情 况 ,其 波 矢量 为 
k= ek 
设 空间 任意 点 的 矢 径 为 + = e,x + eyy + e,z， 
则 kz = ke,*r ,因此 可 将 沿 e. 方向 传播 的 均 


二 图 5.1.6 党 任 意 方向 传播 的 


jke sr 


E(z)= E,e 
证 [ 寺 三 2 x E(z) 
式 中 E。 是 一 个 常 矢量 ,其 等 相位 面 为 er= z= 常数 的 平面 。 
对 于 沿 e, 方向 传播 的 均匀 平面 波 ,等 相位 面 是 牌 直 于 e, 的 平面 ,其 方程 为 
“+ = 常数 
对 照 沿 e. 方向 传播 的 情况 可 知 ， 沿 任意 方向 eu 传播 的 均匀 平面 波 的 电场 矢量 
可 表示 为 . 
E(r)= Ee ”" = Ee (5.1.28) 
而 且 由 VEE=0, 可 以 得 到 e… 五 , =0， A 
与 式 (5.1. 1 


H(r)= le 7 ,Xx E(r) = 了 XXX Ee (5.1.29) 
例 5.1.4 频率 f= 500 kHz 的 均匀 平面 波 ,在 j= pe=sos =0 的 无 


损耗 媒质 中 传播 。 已 知 EE, = ec2 - e+ es kV/m、H, = e6+e,9- e,3 Am。 
求 :(1) 传播 方向 es;(2) e, 和 4A。 


FE- xXH, 
解 : (1) e,= ec Xep= TETTET= i — e+e€,2+ e.4) 
70 _ | 五 。 = 10’ 4 日 
2177 
Ee Te = 2.98 


vo 
= 0.38 一 = 347.3 m 


本 
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5.2.1 极 化 的 概念 


前 面 在 讨论 沿 z 方向 传播 的 均匀 平面 波 时 ,假设 E = esEnmcos(wi — kz+ 
$)。 在 任何 时 刻 , 此 波 的 电场 强度 矢量 E 的 方向 始终 都 保持 在 z 方向。 一 般 情 
况 下 , 沿 z 方 向 传播 的 均匀 平面 波 的 E, 入, 分 量 都 存在 ,可 表示 为 
FE, = Encos(wt — kz + $,) (5.2.1) 
E, = Eyncos(wt — kz 十 $,) (5.2 .2) 
合成 波 电 场 E = erE, + eyE,。 由 于 E; 和 ,分 量 的 振幅 和 相位 不 一 定 相 同 , 因 
此 ,在 空间 任意 给 定点 上 ,合成 波 电 场 强度 矢量 E 的 大 小 和 方向 都 可 能 会 随时 
间 变 化 ,这 种 现象 称 为 电磁 波 的 极 化 。 
电磁 波 的 极 化 是 电磁 理论 中 的 一 个 重要 概念 , 它 表 征 在 空间 给 定点 上 电场 
强度 矢量 的 取向 随时 间 变 化 的 特性 ,并 用 电场 强度 矢量 的 端点 随时 间 变 化 的 轨 
迹 来 描述 。 若 该 轨迹 是 直线 , 则 称 为 直线 极 化 ; 若 轨 迹 是 圆 , 则 称 为 圆 极 化 ; 苦 较 
迹 是 椭圆 , 则 称 为 椭圆 极 化 。 前 一 节 讨 论 的 均匀 平面 波 就 是 沿 z 方向 极 化 的 线 
极 化 波 。 
合成 波 的 极 化 形式 取决 于 EE, 和 EE, 分 量 的 振幅 之 间 和 相位 之 间 的 关系 。 
为 简单 起 见 ,下面 取 x=0 的 给 定点 来 讨论 ,这 时 式 (5.2.1) 和 式 (5.2.2) 写 为 
E, = Emcos(wt + $,) (5.2.3) 


E, = Eyncos(wt + $,) (5.2.4) 


5.2.2 直线 极 化 波 

车 电场 的 zx 分 量 和 y 分 量 的 相位 相同 或 相差 x, 即 $, 一 $=0 或 + x 时, 则 
合成 波 为 直线 极 化 波 。 

当 $, 一 $=0 时 ,可 得 到 合成 波 电 场 强度 的 大 小 为 


E-= Ez + Ey = WE2 + Ecos(wt + $) (5.2.5) 
合成 波 电场 与 z 轴 的 夹 角 为 


E FE 
Q 一 arctan (2 )= arctan (Be )= const (5.2.6) 


由 此 可 见 ,合成 波 电 场 的 大 小 虽然 随时 间 变 化 ,但 其 矢 端 轨迹 与 x 轴 夹 角 始 终 
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保持 不 变 ,如 图 5.2.1 所 示 , 因 此 为 直线 极 化 波 。 
对 #8. 一 $= 土 x 的 情况 ,可 类 似 讨论 。 
从 以 上 讨论 可 以 得 出 结论 :任何 两 个 同 频 率 、 
同 传播 方向 且 极 化 方向 互相 垂直 的 线 极 化 波 , 当 
它们 的 相位 相同 或 相差 为 x 时 ,其 合成 波 为 线 极 
化 波 。 
在 工程 上 , 常 将 垂直 于 大 地 的 直线 极 化 波 称 
为 垂直 极 化 波 ,而 将 与 大 地 平行 的 直线 极 化 波 称 图 5.2.1 直线 极 化 
为 水 平 极 化 波 。 例 如 ,中 波 广播 天 线 架设 与 地 面 垂 直 , 发 射 垂 直 极 化 波 。 收 听 者 
要 得 到 最 佳 的 收听 效果 ,就 应 将 收音 机 的 天 线 调 整 到 与 电场 EE 平 行 的 位 置 , 即 
与 大 地 垂直 ;电视 发 射 天 线 与 大 地 平行 ,发 射 平行 极 化 波 , 这 时 电视 接收 天 线 应 
调整 到 与 大 地 平行 的 位 置 , 我 们 所 见 到 的 电视 共用 天 线 都 是 按照 这 个 原理 架设 
的 。 


5.2.3 圆 极 化 波 


若 电场 的 z 分 量 和 y 分 量 的 振幅 相等 、 但 相位 差 为 3， 1 
加 一 所 = 土方 时 , 则 合成 波 为 圆 极 化 波 。 

当 册 一 皮 = 和 时 , 即 轴 = 到 + 加, 由 式 (5.2.3) 和 和 式 (5.2.4) 可 得 

E, = 开 cos(owf + $,) 
E, = Encos (ot 十 多 十 2 二 一 E,sin(wi + 多 
故 合成 波 电场 强度 的 大 小 
E=VE:+ E, = E, = const (5.2.7) 

合成 波 电 场 与 x 轴 的 夹 角 为 


五 9 
a 二 arctan (BY =- (wt + $,) (5.2.8) 


由 此 可 见 ,合成 波 电场 的 大 小 不 随时 间 改 变 ,但 方向 却 随 时 变化 ,其 端点 轨迹 在 
一 个 圆 上 并 以 角速度 w 旋转 ,如 图 5.2.2 所 示 , 故 为 圆 极 化 波 。 

由 式 (5.2.8) 可 知 ,当时 间 z 的 值 逐 渐 增 加 时 ,电场 互 的 端点 沿 顺 时 针 方 向 旋 
转 。. 若 以 左手 大 拇指 朝向 波 的 传播 方向 (这 里 为 z 方向 ), 则 其 余 四 指 的 转向 与 电 
场 吾 的 端点 运动 方向 一 致 , 故 将 图 5.2.2 所 示 的 圆 极 化 波 称 为 左旋 圆 极 化 波 。 
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对 于 #, 一 $= 一方 的 情况 ,可 类 似 讨论 。 此 时 ,合成 波 电场 与 > 轴 的 夹 角 
为 


五 
ps arctan[ 产 )= EE (5.2.9) 


图 5.2.2 左旋 圆 极 化 波 图 5.2.3 右 旋 圆 极 化 波 


由 此 可 见 , 当 时 间 z 的 值 逐渐 增加 时 ,电场 E 的 端点 沿 逆 时 针 方 向 旋转 ,如 图 
5.2.3 所 示 。 若 以 右手 大 拇指 朝向 波 的 传播 方向 (这 里 为 z 方向 ), 则 其 余 四 指 
的 转向 与 电场 E 的 端点 运动 方向 一 致 , 故 将 图 5.2.3 所 示 的 圆 极 化 波 称 为 右 旋 
圆 极 化 波 。 

从 以 上 讨论 可 以 得 出 结论 :任何 两 个 同 频率 、 同 传播 方向 且 极 化 方向 互相 垂 
直 的 线 极 化 波 , 当 它们 的 振幅 相等 且 相 位 差 为 +x/2 时 ,其 合成 波 为 圆 极 化 波 。 

在 很 多 情况 下 ,系统 须 利 用 圆 极 化 波 才能 进行 正常 工作 ,例如 火箭 等 飞行 器 
在 飞行 过 程 中 其 状态 和 位 置 在 不 断 地 改变 ,因此 火箭 上 的 天 线 方位 也 在 不 断 地 
改变 ,此 时 如 用 线 极 化 的 信号 来 遥控 ,在 某 些 情况 下 则 会 出 现 火箭 上 的 天 线 收 不 
到 地 面 控 制 信号 而 造成 失控 。 在 卫星 通信 系统 中 ,卫星 上 的 天 线 和 地 面 站 的 天 
线 均 采用 了 圆 极 化 天 线 。 在 电子 对 抗 系统 中 ,大 多 也 采用 圆 极 化 天 线 进 行 工作 。 


5.2.4 椭圆 极 化 波 


最 一 般 的 情况 是 电场 的 两 个 分 量 的 振幅 和 相位 都 不 相等 ,这 样 就 构成 了 机 
圆 极 化 波 。 
为 简单 起 见 , 在 式 (5.2.3) 和 式 (5.2.4) 中 , 取 $=0, 加 = 二 $8, 有 
FE, = FE,mcos wr 
E, = Eymcos(wt + $) 
由 此 二 式 中 消去 i ,可 以 得 到 
FE2 FE 2EE 


RY cal, 
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这 是 一 个 椭圆 方程 , 故 合成 波 电 场 E 的 端点 在 一 个 覃 圆 上 旋转 ,如 图 5.2.4 所 
示 。 当 0<#$<x 时 , 它 沿 顺 时 针 方 向 旋转 ,为 左旋 椭圆 极 化 ; 当 一 x< $<0 时 , 它 
沿 道 时 针 方 向 旋转 ,为 右 旋 椭圆 极 化 。 可 以 证 明 , 椭 圆 的 长 轴 与 x 轴 的 夹 角 6 
由 下 式 确 定 

tan 20 = 总 并 » (5.2.11) 


直线 极 化 和 国 极 化 都 可 看 作 椭圆 极 化 的 特例 。 


图 5.2.4 椭圆 极 化 
以 上 讨论 了 两 个 正 交 的 线 极 化 波 的 合成 波 的 极 化 情况 , 它 可 以 是 线 极 化 波 ， 
或 圆 极 化 波 ,或 椭圆 极 化 波 。 反 之 , 任 一 线 极 化 波 、 圆 极 化 波 或 李 圆 极 化 波 也 可 
以 分 解 为 两 个 正 交 的 线 极 化 波 。 而 且 ,一 个 线 极 化 波 还 可 以 分 解 为 两 个 振幅 相 
等 但 旋 向 相反 的 圆 极 化 波 ;一 个 椭圆 极 化 波 也 可 以 分 解 为 两 个 旋 向 相反 的 圆 极 
化 波 ,但 振幅 不 相等 。 
例 5.2.1 判别 下 列 均匀 平面 波 的 极 化 形式 : 


(1) BE(z,t)= eBnsin( wt- hr- 和] toEncos[ oz- 好 + 于 
Jkz 


(2) E(z)=ejEne -eBEne 


(3) E(z,1)= eEnmcos( wt — kz) teEnsin wt- hz+| 


解 : (1) 由 于 Be(z,2) = Basin[ dt he- 年)=Encos[ wt 一 如 = 全 - 豆 ] 


二 五 ncos| oz 一 i 
所 以 - 
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这 是 一 个 线 极 化 波 ,合成 波 电场 与 > 轴 的 夹 角 为 


E 
= arctan = arctan(— 1) = 一 7 


(2) 由 于 E(t) = ReliEae "ed"]= Eacos (wt + he+ 至 ) 
E,(z,i) = Rel— Ee ee] = Encos(wt + kz + x) 


所 以 
网 一 多 一 工 一 
此 波 的 传播 方向 为 一 z 轴 方 向 ,与 图 5.2.2 所 示 的 圆 极 化 波 的 传播 方向 相反 , 故 
应 为 右 旋 圆 极 化 波 。 
(3) 由 于 E(x,t)=Ensin( out 一 kz+ 下 |}= Eucos( wz 一 如- 至 | 
所 以 


Tt 
和 一 = 一 分 


此 波 沿 +z 轴 方 向 传播 , 故 应 为 右 旋 糖 圆 极 化 波 。 
例 5.2.2 已 知 一 线 极 化 波 的 电场 E(z) = eAEnme “+e,Ene “, 试 将 其 
分 解 为 两 个 振幅 相等 、 旋 向 相反 的 圆 极 化 波 。 
解 : 设 两 个 振幅 相等 、 旋 向 相反 的 圆 极 化 波 分 别 为 
Ei(z) = (es +jey)Eine ”, Es(z) = (es 一 je)Eone 
其 中 Ei 和 Eu 为 待定 常数 。 令 


Ei(z) + E,(z) = E(z) 


即 
(ei 十 je)Ee +(e， 一 1 一 e_E_e mi + eyEme 
由 此 可 解 得 : 
En a Ei —jn/4 Es :Y En jn/4 
De , Bn ;> 
Bi 


显然 有 |Ein| =-| Ezs| = 一。 故 两 个 振幅 相等 、 旋 向 相反 的 圆 极 化 波 分 别 为 


i 


me 
——e e 


V2 


En, jx a 
Ei(z) = (es + je,) Balz) = (0 jo) Be 
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在 导电 媒质 中 ,由 于 电导 率 v 尖 0, 当 电磁 波 在 导电 媒质 中 传播 时 ,其 中 必然 
有 传导 电流 J = og ,这 将 导致 电磁 能 量 损耗 。 因 而 ,均匀 平面 波 在 导电 媒质 中 
的 传播 特性 与 无 损耗 介质 的 情况 不 同 。 


5.3.1 导电 媒质 中 的 均匀 平面 波 
在 均匀 的 导电 媒质 中 ,由 


VxH=J+ioB = ioe -iL je = jos 


可 得 到 

VE=He (vxH)=0 (3.3.1) 
因此 可 见 ,在 均匀 的 导电 媒质 中 ,虽然 传导 电流 密度 J 关 0, 但 不 存在 自由 电 蓓 密 
度 , 即 p=0。 


在 4.4.4 小 节 中 已 指出 ,在 均匀 的 导电 媒质 中 ,电场 E 和 磁场 腿 满足 的 交 
姆 霍 效 方程 为 


(Vi +k)E=0 (5.3.2) 
(Vi+k)H=0 (5.3.3) 

式 中 
k. = w hue (5.3.4) 


为 导电 媒质 中 的 波 数 ,为 一 复数 。 
在 讨论 导电 媒质 中 电磁 波 的 传播 时 ,通常 将 式 (5.3.2) 和 式 (5.3.3) 写 为 


(Vv*—- 7)E=0 (5.3.5) 

(V*- 7)H=0 (5.3.6) 
式 中 

7 = jk = jw Vpee (5.3.7) 


称 为 传播 常数 , 仍 为 一 复数 。 : 
这 里 仍然 假定 电磁 波 是 沿 + z 轴 方 向 传播 的 均匀 平面 波 , 且 电场 只 有 E， 
分 量 , 则 方程 式 (5.3.5) 的 解 为 
E= eF,= eEe (5.3.8) 
由 于 7 是 复数 , 令 y=a+jB, 代 人 上 式 得 。 
E= ebm ee (5.3.9) 
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式 中 第 一 个 因子 e。 “表示 电场 的 振幅 随 传播 距离 z 的 增加 而 呈 指 数 衰 减 ,因而 
称 为 衰减 因子 。a 则 称 为 衰减 常数 ,表示 电磁 波 每 传播 一 个 单位 距离 ,其 振幅 的 
衰减 量 , 单 位 为 Np/m( 探 培 / 米 ); 第 二 个 因子 。 这 是 相位 因子 ,8 称 为 相位 常 
数 , 其 单位 为 rad]m( 红 度 / 米 )。 
与 式 (5.3.9) 对 应 的 瞬时 值 形式 为 
E(z, 1) =Rel E(z) a = Refe Eeee te”] 


=eFme " cos(wt — pz) (5.3.10) 
由 方程 VY XE= -jwxH ,可 号 到 导电 媒质 中 的 磁场 强度 为 
H = 人 = e) SR (5.3.11) 
风 ec 


式 中 


a (5.3.12) 


为 导电 媒质 的 本 征 阻 抗 。”. 为 一 复数 , 常 将 其 表示 为 

7 = | yles (5.3.13) 
由 此 可 知 , 在 导电 媒质 中 ,磁场 与 电场 的 相位 不 相同 。 将 e.=e 一 jo/w 代入 式 
(5.3.12), 可 得 到 


172 2--1/4 .1 a 
区 kK 本 全 |: 二 [= | zarcan (下 ) 
Ye Ne — jo/w E we 
1/2 2-]-1/4 
一 | 由 工 
El 


即 


(5.3.14) 
$ = arctan (S| 
由 式 (5.3.11) 可 得 出 ,磁场 强度 复 矢 量 与 电场 强度 复 矢量 之 间 满 足 关系 
区 xE (5.3.15) 


这 表明 ， 在 导电 媒质 中 ,电场 E、 磁 场 HH 与 传播 方向 e- 之 间 仍 然 相 互 垂直 ,并 遵 


循 右手 螺旋 关系 ,如 图 5.3.1 所 示 。 
由 Ce 3.7), 可 得 到 
y= a ~ B+j2aB = wine =— wipe + jwo 


由 此 可 解 得 
a 1 (5.3.16a) 
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5.3.1 导电 媒质 中 的 电场 和 磁场 


B= 入 [ir (2) + (5.3.16b) 


由 于 8 与 电磁 波 的 频率 不 是 线性 关系 ,因此 在 导电 媒质 中 ,电磁 波 的 相 速 v 二 


是 频率 的 函数 , 即 在 同一 种 导电 媒质 中 ,不 同 频率 的 电磁 波 的 相 速 是 不 同 的 ,这 
种 现象 称 为 色散 ,相应 的 媒质 称 为 色散 媒质 , 故 导 电 媒 质 是 色散 媒质 。 
由 式 (5.3.9) 和 式 (5.3.11) 可 得 到 导电 媒质 中 的 平均 电场 能 量 密度 和 平均 


磁场 能 量 密度 分 别 为 


Weav = FRelecE “E*]= pe (5.3.17) 
1 
X Xm 一 2ax 
TW av = 4Rel pH H"*] sR 
2-J1/2 
二 家 的 | (5.3.18) 
4 wE 


由 此 可 见 , 在 导电 媒质 中 ,平均 磁场 能 量 密度 大 于 平均 电场 能 量 密度 。 只 有 当 
o=0 时 , 才 有 TUeav 一 Wmavo 
在 导电 媒质 中 ,平均 坡 印 廷 矢量 为 


CR FRelEx [= x E] | 


工 R 内 |=。 
a selEl ER 


综合 以 上 的 讨论 ,可 将 导电 媒质 中 的 均匀 平面 波 的 传播 特点 归纳 为 : 

QO 电场 玉 、 磁 场 HH 与 传播 方向 e。 之 间 相 互 垂 直 , 仍 然 是 横 电 磁 波 (TEM 
波 ); 

@ 电场 与 磁场 的 振幅 呈 指 数 衰 减 ; 

@ 波 阻 抗 为 复数 ,电场 与 磁场 不 同 相 位 ; 


a17TlEl cos $ (5.3.19) 
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@ 电磁 波 的 相 速 与 频率 有 关 ; 
@ 平均 磁场 能 量 密度 大 于 平均 电场 能 量 密度 。 


5.3.2 ” 弱 导 电 媒 质 中 的 均匀 平面 波 


弱 导 电 媒 质 是 指 满足 条 件 -<<1 的 导电 媒质 。 在 这 种 媒质 中 ,位 移 电 流 起 


主要 作用 ,而 传导 电流 的 影响 很 小 ,可 忽略 不 计 。 因 此 , 弱 导 电 媒 质 是 一 种 良好 
的 但 电导 率 o 不 为 零 的 非 理 想 绝缘 材料 。 


在 二 人 | 的 条 件 下 ,传播 常数 7 可 近似 为 


7 = jo fe (1 iE ) ~io Ve(l ie) 


由 此 可 得 衰减 常数 和 相位 常数 近似 为 


RN Np/m (5.3.20) 
B= wpue rad/m (5.3.21) 


本 征 阻 抗 可 近似 为 


-1/2 
sy 
放生 (15 全 下 和 | (5.3.22) 


由 此 可 见 , 在 弱 导 电 媒 质 中 ,除了 有 一 定 损耗 所 引起 的 衰减 外 ,与 理想 介质 中 平 
面 波 的 传播 特性 基本 相同 。 


5.3.3 良 导 体 中 的 均匀 平面 波 
良 导 体 是 指 . 民 交 ! 的 媒质 。 在 良 导体 中 ,传导 电流 起 主要 作用 ,而 位 移 电流 


的 影响 很 小 ,可 忽略 不 计 。 在 全 1 下 ,传播 常数 y 可 近似 为 
a ee uo 1+j 
7 三 ]w ull ij 过] ~joy 各 = M who 


as BRSVToc (5.3.23) 


即 


良 导体 的 本 征 阻 抗 为 


1 NN (5.3.24) 
ce。 Ns Go o 
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这 表明 ,在 良 导体 中 ,磁场 的 相位 滞后 于 电场 45 。 
在 良 导 体 中 ,电磁 波 的 相 速 为 


v= 全 ~ 汉 人 


由 式 (5.3.23) 可 知 , 在 良 导 体 中 ,电磁波 的 衰减 常数 随 波 的 频率 、 媒 质 的 磁 
导 率 和 电导 率 的 增加 而 增 大 。 因 此 ,高 频 电 磁 波 在 良 导体 中 的 衰减 常数 非常 大 。 
例如 ,频率 f=3 MHz 时 ,电磁 波 在 铜 (c=5.8x 107 S/m、y,=1) 中 的 wz2.62xX 
104 Np/m。 

由 于 电磁 波 在 良 导 体 中 的 衰减 很 快 , 故 在 传播 很 短 的 一 段 距 离 后 就 几乎 衰 
减 完了 。 因 此 ,和 良 导 体 中 的 电磁 波 局 限于 导体 表面 附近 的 区 域 , 这 种 现象 称 为 趋 
肤 效应 。 工 程 上 常用 趋 肤 深 度 6( 或 穿 透 深 度 ) 来 表征 电磁 波 的 趋 肤 程度 ,其 定 
义 为 电磁 波 的 幅 值 衰减 为 表面 值 的 1/e( 或 0.368) 时 电磁 波 所 传播 的 距离 。 按 


em = 1Ae 
故 
1 请 这 1 
G = 兰 三 .3.2 
Q CUNG V rfuo (5.3 6) 
对 于 良 导 体 ,a= 6, 故 6 也 可 写 为 | 
1 4. 
6 = Ts (5.3.27) 


由 式 (5.3.26) 可 知 ,在 良 导 体 中 ,电磁 波 的 趋 肤 深度 随 着 波 频 率 、 媒 质 的 磁 
导 率 和 电导 率 的 增加 而 减 小 。 在 高 频 时 , 良 导 体 的 趋 肤 深度 非常 小 ,以 致 在 实际 
中 可 以 认为 电流 仅 存 在 于 导体 表面 很 薄 的 一 层 内 ,这 与 恒定 电流 或 低频 电流 均 
匀 分 布 于 导体 的 横 截 面 上 的 情况 不 同 。 在 高 频 时 ,导体 的 实际 载 流 截 面 减 小 了 ， 
因而 导体 的 高 频 电 阻 大 于 直流 或 低频 电阻 。 

按 式 (5.3.24) , 良 导 体 的 本 征 阻抗 为 


ne (1+j) < - Rs + ]jXS (5.3.28) 
具有 相等 的 电阻 和 电抗 分 量 
六 TE 二 (5.3.29) 


这 些 分 量 与 电导 率 和 趋 肤 深度 有 关 。Rs = 方 表示 厚度 为 8 的 导体 每 平方 米 的 


电阻 , 称 为 导体 的 表面 电阻 率 , 简称 为 表面 电阻 。 相 应 的 Xs 称 为 表面 电抗 ， 
Zs=Ras+jXs 称 为 表面 阻抗 。 
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表 5.3.1 列 出 了 一 些 金属 材料 的 趋 肤 次 度 和 表面 电阻 。 
表 5.3.1 一 些 金属 材料 的 趋 肤 深度 和 表面 电阻 


材料 名 称 电导 率 o/(S/m) 趋 肤 深度 6/m 表面 电阻 Rs/0 
银 i 6.17x 107 0.064/V 2.52x10-7w 
紫铜 5.8x107 0.066/V 大 2.61X1077VfF 
3.72x10” 0.083/V 广 3.26x10-7wV 
钠 2.1x10” 0.11/Vf 
黄 铜 1.6X10? 0.13/V 5.01x1077VF 
锡 0.87X10” 0.17/V fF 
石壁 0.01x10” 1.6/V fF 


如 果 用 Jo 表示 导体 表面 位 置 上 的 体 电流 密度 , 则 在 穿 人 导体 内 z 处 的 电流 
密度 为 J = Joe “。 导 体内 每 单位 宽度 的 总 电流 为 
Jo 


f Sy 有 一 yz J 0 
Js = | Jas = . Joe rdz = 了 (5.3.30) 


由 于 良 导体 内 电流 主要 分 布 在 表面 附近 ,因此 可 将 Js 看 作 是 导体 的 表面 电流 。 
导体 表面 的 电场 为 Eo 二 Jo/o, 由 式 (5.3.30) 可 得 


E, Jo JsY _ ee 下 oD = (1 +) 臣 = Zu (33531) 


[ea oO 
此 式 说 明 , 良 导体 的 表面 电场 等 于 表面 电流 密度 乘 以 表面 阻抗 。 因 此 良 导 体 中 
每 单位 表面 的 平均 损耗 功率 可 按 下 式 计 算 
Piw = 3 11sl?Rs (W/m?) (5.3.32) 
在 实际 计算 时 ,通常 是 先 假定 导体 的 电导 率 为 元 穷 大 , 求 出 导体 表面 的 切 向 磁 
场 ,然后 由 Js =n Xx 五 求 出 导体 的 表面 电流 密度 Js。 因 此 ,代替 式 (5.3.32), 可 
用 


Pis, = LA (5.3.33) 
来 计算 良 导体 中 每 单位 表面 的 平均 损耗 功率 。 
例 5.3.1 一 沿 z 方 向 极 化 的 线 极 化 波 在 海水 中 传播 , 取 + z 轴 方 向 为 传 
播 方 向 。 已 知 海水 的 媒质 参数 为 e.= 81、py:=1、o=4 S/m, 在 z=0 处 的 电场 
E, =100cos(107xz)V/m。 求 : 
(1) 豪 减 常数 .相位 常数 、 本 征 阻 抗 相 速 、 波 长 及 趋 肤 深度 ; 
(2) 电场 强度 幅 值 减 小 为 z=0 处 的 1/1 000 时 , 波 传播 的 距离 ; 
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(3) z=0.8 m 处 的 电场 E 和 磁场 且 的 瞬时 表达 式 ; 
(4) z=0.8 m 处 穿 过 1 m 面积 的 平均 功率 。 
解 : (1) 根据 题 意 , 有 


= 107x rad/s, f= De = 5 x 106 Hz 


所 以 
| = A 180 尖 1 
10’'x | x10 ?jx 80 
此 时 海水 可 视 为 良 导 体 , 故 衰减 常数 为 


a = Vrfus = VxxX5x10 x4rx10 "x4 Np/m= 8.89 Np/m 


相位 常数 B=a=8.89 rad/m 
.Xt 了 7 .x 
本 征 阻 抗 7 = = /10X4rXl0 A ei4 Q= 
_w_10x a 6 
相 速 v= 3 0 mm 353X10 m/s 
波长 A= 等 = $5 m=0.707 m 
趋 肤 深度 人 
a 8.89 


(2) 令 e “=1/1 000, 即 e”=1 000, 由 此 得 到 电场 强度 幅 值 减 小 为 z=0 
处 的 171 000 时 , 波 传播 的 距离 为 


z = 一 In 1000 = 3 


8.89 
(3) 根据 题 意 , 电 场 的 瞬时 表达 式 为 
E(z,1) = e,100e ®®*cos(10’t — 8.89z) V/m 


故 在 z=0.8 m 处 ,电场 的 瞬时 表达 式 为 
E(0.8,1) =e 100e "Scos(107nt ~ 8.89 x 0.8) 
=e-0.082cos(10"rz -7.11) V/m 


m= 0.777 m 


磁场 的 瞬时 表达 式 为 
]00e™ 8.389%0.8 元 
H(0.8,1) = e， es(l0m -8.89x0.8- 斑 


= ey0.026cos(10"rt ~ 1.61) A/m 
(4) 在 z=0.8 m 处 的 平均 坡 印 廷 矢量 


1 2 -2az 100? -2x8.89x0.8 开 2 
31 nT Eeme cos $ = es 二 一 2r cos 才 = e-0.73 mW /m 


Sa es 
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穿 过 1 m? 的 平均 功率 为 
P,, = 0.75 mW 
由 以 上 的 计算 结果 可 知 ,电磁 波 在 海水 中 传播 时 衰减 很 快 ,尤其 在 高 频 时 ， 
衰减 更 为 严重 ,这 给 潜艇 之 间 的 通信 带 来 了 很 大 的 困难 。 若 要 保持 低 衰 减 ,工作 
频率 必须 很 低 , 但 即使 在 1 kHz 的 低频 下 ,衰减 仍然 很 明显 。 图 5.3.2 是 频率 从 
10 Hz 到 10 kHz 范围 内 ,海水 中 趋 肤 深度 的 变化 曲线 。 


PHz 


图 5.3.2 海水 中 的 趋 肤 深度 随 频率 变化 的 曲线 
例 5.3.2 在 进行 电磁 测量 时 ,为 了 防止 室内 的 电子 设备 受 外 界 电 磁场 的 
干扰 ,可 采用 金属 铜板 构造 屏蔽 室 ,通常 取 铜 板 厚度 大 于 56 就 能 满足 要 求 。 若 
要 求 屏 项 的 电磁 干扰 频率 范围 从 10 kHz 到 100 MHz, 试 计算 至 少 需要 多 厚 的 铀 
板 才能 达到 要 求 。 铜 的 参数 为 J = po\e=so\a=5.8X10 S/m。 
解 : 对 于 频率 范围 的 低 端 f=10 kHz, 有 


-一 = 一 一 = 1.04x10*>1 
IE 27rx104x 二 xx10-? 
36x 
对 于 频率 范围 的 高 端 fu = 100 MHz, 有 
， 
一 一 = 一 天 一 = 1.04x10">1 
WHE ox x 108 x X10-? 
36x 
由 此 可 见 , 在 要 求 的 频率 范围 内 均 可 将 铜 视 为 良 导 体 , 故 
2 1 m= 0.66 mm 


全 3 于 = 
, V rf Luo Vnx10x4xx10 7x5.8x10 
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Sn = E = L m= 6.6 km 


VPC VTrx108x4rx10-7Xx5.8Xx107 
为 了 满足 给 定 的 频率 范围 内 的 屏蔽 要求 ,铜板 的 厚度 4d 至少 应 为 
d = 56r = 3.3 mm 


我 们 知道 , 相 速 的 定义 是 电磁 波 的 恒定 相位 点 的 推进 速度 。 对 于 电场 为 
E(z,i) = Encos(wt — Bz) 


的 电磁 波 , 其 恒定 相位 点 为 


wt — Bz = 常数 
相 速 应 为 
dz w 
人 (5.4.1) 


这 里 用 下 标 p 表示 v, 为 相 速 。 相 速 可 以 与 频率 有 关 , 也 可 以 与 频率 无 关 , 取 决 
于 相位 常数 6。 在 理想 介质 中 ,8= w Vye 与 角 频率 w 成 线性 关系 ,于 是 wp = 


1/Y ye 是 一 个 与 频率 无 关 的 常数 ,因此 理想 介质 是 非 色 散 的。 然而 ,在 色散 媒 
质 ( 如 导电 媒质 ) 中 ,相位 常数 8 不 再 与 角 频 率 w 成 线性 关系 ， 人 速 随 
频率 改变 ,产生 色散 现象 。 

一 个 信号 总 是 由 许 许 多 多 频率 成 分 组 成 ,因此 ,用 相 速 无 法 描述 一 个 信号 在 
色散 媒质 中 的 传播 速度 ,所 以 在 这 里 引入 "“ 群 速 "的 概念 。 我 们 知道 , 稳 态 的 单一 
频率 的 正弦 行 波 是 不 能 携带 任何 信息 的 。 信 号 之 所 以 能 传递 ,是 由 于 对 波 调制 
的 结果 ,调制 波 传播 的 速度 才 是 信号 传递 的 速度 。 下 面 讨 论 窗 带 信号 在 色散 媒 
质 中 传播 的 情况 。 

设 有 两 个 振幅 均 为 ,的 行 波 , 角 频率 分 别 为 w+ Aw 和 w-Aw(Aw<ow)， 
在 色散 媒质 中 相应 的 相位 常数 分 别 为 68+AB 和 8- Ap, 这 两 个 行 波 可 用 下 列 两 
式 表示 


有 


Ene 


j(w—Aw)t -ji(08-A 
E, = Ene Ps 


Ei 


合成 波 为 
E = E+ E,= 2E,cos(Aws - ABz)e'” ® 
由 此 可 见 ,合成 波 的 振幅 是 受 调 制 的 , 称 为 包 络 波 ,如 图 5.4.1 中 的 虚线 所 示 。 
群 速 的 定义 是 包 络 波 上 任 一 恒定 相位 点 的 推进 速度 。 由 Awzt - ABz = 常 
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由 于 Aw<ow ,上 式 变 为 


利用 式 (5.4.1) ,可 得 到 群 速 与 相 速 之 间 的 关系 


a die di a 
a dp Ee 
由 此 可 得 
Vp 
UU pe 
ow dv, 
vp da 


(5.4.2) 
(5.4.3) 
w doe, 
vs dw ® 
(5.4.4) 


4.4) 可 知 , 群 速 与 相 速 一 般 是 不 相等 的 ,存在 以 下 三 种 可 能 情况 : 


0D 于 -于 = 0, 即 相 速 与 频率 无 关 , 此 时 ws = v，， 


散 ; 


dw 
这 种 情况 称 为 正常 色散 ; 


即 群 速 等 于 相 速 , 称 为 无 色 


d 
@ 一 ?<0, 即 相 速 随 着 频率 升 高 而 减 小 ,此 时 u < vw,, 即 群 速 小 于 相 束 。 


dv 
® >0, 即 相 速 随 着 频率 升 高 而 增加 ,此 时 vs > vo , 即 群 速 大 于 相 速 


这 种 情况 称 为 反常 色散 。 
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以 上 我 们 讨论 了 在 各 向 同性 媒质 中 电磁 波 的 传播 规律 ,在 本 节 中 我 们 将 讨 
论 电磁 波 在 各 向 异性 媒质 中 的 传播 规律 。 等 离子 体 和 铁 氧 体 在 恒定 磁场 的 作用 
下 都 具有 各 向 异性 的 特征 ,在 实际 应 用 中 具有 重要 意义 。 


5.5.1 均匀 平面 波 在 磁化 等 离子 体 中 的 传播 


等 离子 体 是 电离 了 的 气体 , 它 由 大 量 带 负电 的 电子 . 带 正 电 的 离子 以 及 中 性 
粒子 组 成 。 等 离子 体 的 基本 特征 之 一 是 带 负 电 的 电子 与 带 正 电 的 离子 具有 相等 
的 电量 ,因而 等 离子 体 在 宏观 上 仍 是 电 中 性 的 。 等 离子 体 在 自然 界 广 泛 存在 , 例 
如 太阳 的 紫外 线 辐 射 使 高 空 大 气 发 生 电离 所 形成 的 电离 层 就 是 等 离子 体 。 其 它 
如 流星 遗迹 、 火 箭 喷 出 的 废气 以 及 高 速 飞 行 器 穿越 大 气 层 时 在 周转 形成 的 高 温 
区 域 等 都 是 等 离子 体 的 例子 。 

分 析 等 离子 体 中 电磁 波 传播 的 方法 是 把 等 离子 体 等 效 看 成 介质 。 当 电磁 波 
在 等 离子 体 中 传播 时 ,等 离子 体 中 的 电子 和 离子 在 电磁 场 的 作用 下 运动 形成 电 
流 , 这 种 由 带电 粒子 运动 形成 的 电流 称 为 运 流 电 流 ,这 一 运 流 电 流 决定 等 离子 体 
的 等 效 介 电 常数 。 如 果 有 一 个 较 强 的 外 加 恒定 磁场 作用 于 等 离子 体 ,使 其 磁化 ， 
这 时 等 离子 体 的 等 效 介 电 常数 是 一 个 张 量 。 下 面 先 利用 等 离子 体 中 的 电子 运动 
方程 确定 其 等 效 的 张 量 介 电 常 数 ,然后 再 分 析 电 磁 波 在 等 离子 体 中 的 传播 特性 。 

1. 磁化 等 离子 体 的 张 量 介 电 常数 

由 于 离子 的 质量 一 般 比 电子 大 得 多 , 较 难 在 高 频 电 磁场 的 作用 下 推动 , 故 运 
流 电流 主要 是 由 电子 运动 形成 的 。 为 了 简化 分 析 ,只 考虑 电子 的 运动 ,并 忽略 电 
子 与 离子 .中 性 粒子 间 的 相互 磁 拉 引起 的 热 损 耗 。 

设 外 加 恒定 磁场 为 了 =e.Bo。 根 据 牛 顿 第 二 定律 和 洛 仑 效力 公式 ,在 电磁 
波 的 电场 EE 磁场 B 和 外 加 恒定 磁场 Bo 的 作用 下 ,电子 的 运动 方程 为 

mY = elE+tvx (B+ Bo)] (5.5.1) 
式 中 px. =9.106 X10 1 kg 为 一 个 电子 的 质量 ,e=1.602x107-23C 为 一 个 电子 
的 电荷 量 ,w 为 电子 运动 的 平均 速度 。 一 般 ev Xx B 很 小 ,可 以 忽略 不 计 , 因 此 式 
(5.5.1) 可 简化 为 


m=- elE+wx Bo] (5.5.2) 


对 于 正弦 电磁 场 , 式 (5.5.2) 可 展开 为 
jw = — 一 oo (5.5.3) 
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| jwvw, = 一 OE, + wev, (5.5.4) 
jwv, = — <E, (5.5.5) 
nm 
式 中 
we = Bo (5.5.6) 
称 为 电子 的 回旋 角 频 率 。 由 式 (5.5.3) 一 式 (5.5.5) 可 解 得 
一 j]oE + wkE, 
a (5;3.97) 
WwW. nk 
EE jwE, 一 中 ,了 =- 
v, 二 (5.5.8) 
> nm wi - 动 
FE 
v, = — 一 z (5.5.9) 
Jwm 
写成 矩阵 形式 
e 一 ]O [4 We 
二 0 
vs We FE, 
e We [2 Jw 
A Bn We 0 了 (5.5.10) 
Uy 和 EF; 
0 0 一 人 
L jwm 


由 式 (5.5.7) 和 式 (5.5.8) 可 以 看 出 , 当 wo 一 oo 时 ,v, 和 均 趋向 无 限 大 ,这 是 
由 于 忽略 了 电子 与 离子 .中 性 粒子 间 的 相互 碰撞 引起 的 热 损耗 的 缘故 。 
若 等 离子 体 每 单位 体积 内 电子 数目 为 N, 则 每 秒 钟 通 过 每 单位 面积 的 平均 


电子 数 为 No ,形成 的 运 流 电流 密度 为 
J, =— Nev (5.5.11) 


因此 ,麦克 斯 韦 第 一 方程 的 复数 形式 可 写 为 
VxH=J,+jwoE =—- Nev tijweoE =jwe:E (5.5.12) 


这 里 s 是 表示 等 离子 体 的 等 效 介 电 常数 的 张 量 。 将 式 (5.5.10) 代 入 式 
(5.5.12), 可 得 到 


ell sl2 0 
E = E21 €22 0 | (5.5.13) 
L 0 0 833 


S 
7 
站 
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| Ww 
ell = €22 三 60 | 本 > (3.5.:14) 
Wo 2 
人 ys 
E12 E21 = je0 > 8 了 (5.5.15) 
(w” — w’) 
时 
Ea = a (5.5.16) 
ww 
此 处 
2 
wp 二 人 (5.5.17) 
ZE0 饥 


可 以 看 出 , 当 不 存在 外 加 磁场 , 即 Bo=0 时 ,w.=0, 则 sy=e=0, 且 esil= 
e2=e3。 即 式 (5.5.13) 中 对 角 线 上 的 各 元 素 相 等 ,对 角 线 以 外 的 各 元 素 均 为 
零 。 此 时 ,等 离子 体 的 等 效 介 电 常数 为 一 标量 ,等 离子 体 呈 备 向 同性 特性 。 所 
以 ,外 加 恒定 磁场 是 使 等 离子 体 呈 各 向 异性 的 原因 。 

2. 磁化 等 离子 体 中 的 均匀 平面 波 

由 麦克 斯 韦 方程 


VxH=iwe:E 
VxE=-iwoH 
消去 磁场 也 ,可 得 到 关于 电场 EE 的 波动 方程 
V2E— V(V: E)+wnue:E=0 (5.5.18) 
一 般 情况 下 ,方程 (5.5.18) 的 求解 很 复杂 。 这 里 我 们 只 讨论 一 种 特殊 情况 ， 
设 电磁 波 为 均匀 平面 波 , 且 沿 外 加 恒定 磁场 Bo 方向 ( 即 e, 方 向) 传播 。 于 是 , 电 . 
场 表 达 式 为 


E = (eBEn + ebyn)e (5.5.19) 
由 于 电场 忆 仅 是 坐标 z 函数 ,所 以 
Vp = EE = iE, V. 五 =0 


于 是 ,方程 (5.5.18) 简 化 为 
| -BE+wne:E=0 


写成 矩阵 形式 为 
wuoen 一 有 “posl2 0 En 
.wpe wipoem— 0 国 =0 (5.5.20) 
0 0 wpoess— BH-O 
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电场 E 有 非 零 解 的 条 件 是 式 (5.5.20) 的 系数 行列 式 等 于 0。 由 于 电场 百 无 > 
分 量 , 故 式 (5.5.20) 左 上 角 的 2x2 子 行列 式 应 为 0, 即 


wpoel 一 有 mw poe12 | i 
w’ po0e21 w” p022 3 有 站 
考虑 到 sj =e em = 一 el, 由 此 可 解 得 
= wuo(er tjer) (5.5.21) 
即 相 位 常数 8 有 两 个 解 ,分 别 为 
2 
Bi = wpolen rien) = w 4 (5 
w/w 
p = wpolen 一 js) = w, /poeo 1 (5.5.23) 
对 应 于 B= Bi, 由 式 (5.5.20) 可 得 到 
En = jE 
即 
| E]; = (es + jey) Ene (5.5.24) 
这 是 一 个 沿 + z 轴 方 向 传播 的 左旋 圆 极 化 波 。 
对 应 于 B= p: ,由 式 (5.5.20) 可 得 到 
Eyn = — iE,m 
即 
E, = (es 一 je,) Eme ia (5.5.25) 


这 是 一 个 沿 + x 轴 方 向 传播 的 右 旋 圆 极 化 波 。 

由 上 述 讨论 可 知 , 当 电 磁 波 沿 外 加 磁场 方向 通过 等 离子 体 时 ,将 出 现 两 个 圆 
极 化 波 , 一 个 为 左旋 圆 极 化 波 ,一 个 为 右 旋 圆 极 化 波 。 从 式 (5.5.22) 和 式 
(5.5.23) 看 出 ,两 个 圆 极 化 波 的 相 速 不 一 样 。 

一 个 直线 极 化 波 可 以 分 解 为 两 个 振幅 相等 .旋转 方向 相反 的 圆 极 化 波 。 在 
各 向 同性 媒质 中 ,这 两 个 圆 极 化 波 的 相 速 相同 。 因 而 ,在 传播 过 程 中 ,合成 波 的 
极 化 面 始终 保持 不 变 。 但 在 磁化 等 离子 体 中 ,由 于 两 个 圆 极 化 波 的 相 速 不 相等 ， 
在 传播 一 段 距 离 后 ,合成 波 的 极 化 面 已 不 在 原来 的 方向 , 怒 电 磁 波 的 极 化 面 在 磁 
化 等 离子 体内 以 前 进 方向 为 轴 而 不 断 旋转 ,这 种 现象 称 为 法 拉 第 旋转 效应 ,如 图 
5.5.1 所 示 。 

当 外 加 恒定 磁场 Bo。=0 时 ,w。=0, 两 个 圆 极 化 波 的 相 速 相等 ,合成 波 为 直 
线 极 化 波 ,没有 法 拉 第 效应 。 此 时 
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式 中 
党 N. 2 
RW (S526) 
人 mw En 
称 为 等 离子 体 的 等 效 相对 介 电 常数 。 
车 以 e=1.602x10 ”Cm=9.106 X10 3 kg\eo= 5 X10-?Fvmm 、ow = 
2xf 代入 式 (5.5.26), 可 得 
ee (5.5.27) 
2 


5.5.2 均匀 平面 波 在 磁化 铁 氧 体 中 的 传播 


铁 氧 体 是 一 种 类 似 于 陶瓷 的 材料 ,质地 硬 而 脆 , 具 有 很 高 的 电阻 率 。 它 的 相 
对 介 电 常数 在 5 至 25 之 间 ,而 相对 磁 导 率 可 高 达 数 干 。 

在 铁 氧 体 中 ,原子 核 周 围 的 电子 有 公转 和 自转 运动 ,这 两 种 运动 都 要 产生 磁 
矩 。 公 转 磁 矩 因 电子 各 循 不 同方 同 旋 转 而 相互 抵消 。 自 转 磁 矩 对 于 一 般 物 质 也 
是 相互 抵消 的 ,但 对 于 铁 氧 体 物质 并 不 如 此 ,而 是 在 许多 极 小 区 域内 相互 平行 ， 
自发 磁化 形成 磁 畴 。 在 没有 外 磁场 作用 时 ,这 些 磁 畴 的 磁 矩 相互 抵消 ,因而 铁 氧 
体 也 不 显现 磁性 。 但 当 铁 氧 体 置 于 外 磁场 中 时 ,每 一 磁 畴 的 方向 都 会 转动 而 与 
外 磁场 方向 接近 平行 ,产生 强大 的 磁性 。 

1. 磁化 铁 氧 体 的 张 量 磁 导 率 

为 了 简单 起 见 ,首先 研究 一 个 电子 在 自转 运动 中 所 受到 的 影响 。 电子 自转 
时 相当 于 有 电流 沿 与 自转 相反 的 方向 流动 ,因而 产生 磁 矩 pm。 设 电子 转动 的 角 
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动量 为 了 , 则 有 
pm 三 一 一 了 一 一 7 (5.5.28) 


式 中 m 为 电子 的 质量 ,e 为 电子 的 电荷 量 的 绝对 值 ,y = 筷 称 为 荷 值 比 。 


当 电 子 置 于 恒定 外 磁场 Bo 中 ,而 pa 与 Bo 
不 在 同一 方向 时 ,外 磁场 对 电子 所 施 的 力矩 将 使 
电子 围绕 Bo 方向 以 一 定 的 角速度 w. 作 进 动 ， 
如 图 5.5.2 所 示 。 己 知 外 磁场 产生 的 力矩 为 
L = p, Xx Bo 
男 一 方面 ,力矩 应 等 于 角 动 量 的 时 变 率 , 即 


pn Bo “(5.5.29) 
设 pn 与 Bo 的 夹 角 为 9, 且 在 极 短 的 时 间 


图 5.5.2 在 外 磁场 作用 下 
At 内 角 动 量 的 改变 为 和 AT。 因 为 进 动 角 为 自 旋 电子 的 进 动 


weAzt, 则 


AT = Tsin 0 Xx waht 
故 角 动 量 的 时 变 率 为 
一 = w.Tsin 0 (5.5.30) 


将 式 (5.5.28) 代 人 上 式 , 可 得 
w. = YBo = Bo (5.5.31) 


we 又 称 为 拉 摩 进 动 频率 。 

如 果 没 有 损耗 ,这 一 进 动 将 永远 进行 下 去 。 由 于 实际 上 有 能 量 损耗 , 进 动 很 
快 停止 ,电子 的 自转 轴 最 后 与 外 磁场 平行 。 

由 式 (5.5.28) 和 式 (5.5.29) ,可 得 


dpn _ ,dT _ 
3 =-7Y = YnxX Bo (S75.32) 


若 铁 氧 体 中 每 单位 体积 内 有 N 个 电子 数 , 则 磁化 强度 为 M = Npm, 于 是 可 将 式 
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(5.5.32) 改 写 为 


= YM x Bo =- YuoM x Ho (5.5.33) 


此 式 称 为 郎 道 方程 。 : 
当 电 磁 波 在 铁 氧 体 中 传播 时 ,除了 外 加 恒定 磁场 Ho 外 ,还 有 较 弱 的 时 变 磁 
场 h, 即 
| H= Ho+t+h (5.5.34) 
相应 的 磁化 强度 为 
M= Mot+m (5.5.35) 
这 里 Mo 为 恒定 磁场 Ho 所 产生 的 磁化 强度 ,mm 为 时 变 磁场 h 所 产生 的 磁化 强 
度 。 将 式 (5.5.34) 和 式 (5.5.35) 中 的 政和 MM 分 别 替 代 式 (5.5.33) 中 的 Ho 和 
MM, 可 得 . 
(Mo +m)=— yo(Mot+m)x (Ho+t+h) 


= yu (Mox Hot+mx Ho+Moxh+mxh) 


又 因为 无 时 变 磁场 时 
dMo 
4: =~ YkoMox Ho 
将 以 上 两 式 相 减 ,并 忽略 高 阶 小 量 m X h, 可 得 
PE =- yuolm x Ho + Mo x h) (5.5.36) 
对 于 时 谐 场 , 则 有 
jwm =— yuo(m x Ho + Mo xh) (5.5.37) 


当 外 加 磁场 H。 很 强 ,使 铁 氧 体 磁 化 到 饱和 时 ,磁化 强度 Mo 与 Ho 平行 。 
设 Ho = eHo, 则 Mo= eMo。 这 时 , 式 (5.5.37) 可 展开 为 
jwmz =— Yuo( myHo - Monh,) 
joy =— Ypo(— masHo — Moh;) 


jwmz< 三 0 
联 立 解 得 
WewWm J ww m 0 
| zz wi — w? w? — wr? hh 
m= -jvwnm wwn ||h, (5.5.38) 
2 2 2 2 0 
ms W。 一 名 Wu。 一 包 
L 0 0 0J 


式 中 
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wn = joyMo (5.5.39) 
由 式 (5.5.38) 可 以 看 出 , 当 w 一 we 时 ,mx 和 m, 均 趋向 无 限 大 ,因此 很 小 的 时 谐 
磁场 分 量 h, 或 h, 可 以 产生 很 强 的 磁化 强度 ,这 就 是 磁 共 振 现 象 。 
设 b 表示 时 变 磁 场 h 所 对 应 的 磁感应 强度 , 则 


b= yo(h+m) 
将 式 (5.5.38) 代 人 上 式 , 可 得 
b= 条 h 
这 里 
[Ll Al 0 
p= pa pz 0 (5.5.40) 
0 0 HL33 
其 中 
人 cm 
HL11 二 KH22 二 友 0 人 
ds a (5.5.41) 
L1221 JH0 2 2 
WwW. = 
HLH33 一 KH0 


由 此 可 见 , 铁 氧 体 的 磁 导 率 为 一 张 量 。 当 无 外 磁场 时 ,w=0, 则 jy, = po1 二 0， 
且 pm = pz = Jy33。 此 时 , 铁 氧 体 的 磁 导 率 为 一 标量 ,时 各 向 同性 特性 。 
2. 磁化 铁 氧 体 中 的 均匀 平面 波 | 


由 麦克 斯 韦 方 程 
VxH = jakE 
VxE=-jw.H 
消去 电场 五 ,可 得 到 关于 磁场 的 波动 方程 
V2? 直 -V(V. 吾 ) +ow?zex .: 百 =0 (5.5.42) 


仿照 分 析 电 磁 波 在 等 离子 体 传播 的 方法 ,对 于 沿 外 加 恒定 磁场 Bo 方向 ( 即 
e- 方 向 ) 传 播 的 均匀 平面 波 ,磁场 表达 式 为 


H = (eH + eHyn)e (5.5.43) 
方程 (5.5.42) 可 写成 为 
wepn -PB wep12 0 H, 
we wey» — PB 0 中 =0 (5.5.44) 
L 0 0 we0A0 全 Bp 0 
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由 
wepn— Pp WwW EL12 i 
' mw “sy Re 
考虑 到 p11= pz ma = 一 py21, 由 此 可 解 得 
Bp* = wel( pi + jp12) (5.5.45) 
即 相位 常数 8 有 两 个 解 , 分 别 为 
2 
Bi = wwWes(Cuil + jk12) = a feel 十 (5.5.46) 
| 2 
p = w yelp 一 jnp) = /ie 二 全 2 (5.5.47) 


与 电磁 波 通过 等 离子 体 相似 , 当 电 磁 波 沿 外 加 磁场 方向 通过 铁 氧 体 时 ,将 出 
现 两 个 圆 极 化 波 。 这 两 个 圆 极 化 波 一 个 左旋 、 一 个 右 旋 , 它 们 的 相 速 不 一 样 ,使 
合成 波 的 极 化 面 不 断 旋转 ,产生 法 拉 第 旋转 效应 。 当 外 加 恒定 磁场 Bo=0 时 ， 
w. 二 0、wm==0, 两 个 圆 极 化 波 的 相 速 相等 ,合成 波 为 直线 极 化 波 ,没有 法 拉 第 旋 
转 效 应 。 此 时 

Bi = Bs = w uoe 
思 考 题 


什么 是 均匀 平面 波 ? 平面 波 与 均匀 平面 波 有 何 区 别 ? 
波 数 是 怎样 定义 的 ? 它 与 波长 有 什么 关系 ? 
什么 是 媒质 的 本 征 阻抗 ? 自由 空间 中 本 征 阻抗 的 值 为 多 少 ? 
电磁 波 的 相 速 是 如 何 定义 的 ? 且 由 空间 中 相 速 的 值 为 多 少 ? 
在 理想 介质 中 ,均匀 平面 波 的 相 速 是 否 与 频率 有 关 ? 
在 理想 介质 中 ,均匀 平面 波 具 有 哪些 特点 ? 
在 导电 媒质 中 ,均匀 平面 波 的 相 速 是 否 与 频率 有 关 ? 
在 导电 媒质 中 均匀 平面 波 的 电场 与 磁场 是 否 同 相位 ? 
在 导电 媒质 中 ,均匀 平面 波 具 有 哪些 特点 ? 
0 趋 肤 深度 是 如 何 定义 的 ? 它 与 衰减 常数 有 何 关系 ? 
1 什么 是 良 导体 ? 良 导体 与 理想 导体 有 何不 同 ? 
.12 什么 是 波 的 极 化 ?什么 是 线 极 化 、 圆 极 化 椭圆 极 化 ? 
5.13 ”两 个 互相 垂直 的 线 极 化 波 倒 加 ,在 什么 条 件 下 ,分别 是 :(1) 线 极 化 波 ; (2) 圆 极 化 
波 ;(3) 椭圆 极 化 波 ? 
5.14 知道 圆 极 化 波 是 左旋 还 是 右 旋 有 何 意义 ? 如 何 判别 圆 极 化 波 是 左旋 还 是 右 旋 ? 
5.15 什么 是 群 速 ? 它 与 相 速 有 何 区 别 ? 
5.16 什么 是 波 的 色散 ? 何谓 正常 色散 ? 何谓 反常 色散 ? 


‘OO On -~ 


jt 


S| 
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5.17 什么 是 法 拉 第 旋转 效应 ? 产生 的 原因 是 什么 ? 
5.18 直线 极 化 波 能 否 在 磁化 等 离子 体 中 传播 ? 


习 题 


5.1 在 自由 空间 中 ,已 知 电场 E(z,i) = e,103sin(wt 一 及) V/m, 试 求 磁场 强度 H(z， 


Eo 
5.2 ”理想 介质 (参数 为 y = yo、e = eieo、o =0) 中 有 一 均匀 平面 波 沿 x 方向 传播 ,已 知 其 
电场 瞬时 值 表达 式 为 


E(z,t) = e,377cos(10% - 5z) V/m 
试 求 : (1) 该 理想 介质 的 相对 介 电 常数 ;(2) 与 E(xz,zt) 相 伴 的 磁场 H(z,t);(3) 该 平面 波 
的 平均 功率 密度 。 

5.3 在 空气 中 , 沿 e， 方向 传播 的 均匀 平面 波 的 频率 f=400 MHz。 当 y=0.5 m、z = 
0.2 ns 时 ,电场 强度 EE 全 加 大 人 250 V/m, 表 征 其 方向 的 单位 矢量 为 e.0.6 - e:0.8。 试 求 
出 电场 E 和 磁场 妥 的 瞬时 表示 式 。 

5.4 ”有 一 均匀 平面 波 在 y= yo、e = 4eo、o=0 的 媒质 中 传播 ,其 电场 强度 玉 


En sin (wt -hz+ 持 )。 车 已 知 平面 波 的 频率 f=150 MHz, 平 均 功 率 密 度 为 0.265 jyW/m?。 


试 求 :(1) 电磁 波 的 波 数 、 相 速 、 波 长 和 波 阻 抗 ;(2) :=0、z=0 时 的 电场 E(0,0) 值 ;(3) 经 过 
ti=0.1 ps 后 ,电场 E(0,0) 值 出 现在 什么 位 置 ? 
5.5 理想 介质 中 的 均匀 平面 波 的 电场 和 磁场 分 别 为 
E = el0cos(6r x 107+ — 0.8xz) V/m 


H= e, 去 cos(6r x 107+ -0.8rz) A/m 


试 求 该 介质 的 相对 磁 导 率 wr 和 相对 介 电 常数 er。 
5.6 在 自由 空间 传播 的 均匀 平面 波 的 电场 强度 复 矢 量 为 


| ( 20xz— 


4 .-j20xz 至 ) V pe 


E= el0 e 十 e,10™ e 
试 求 : (1) 平面 波 的 传播 方向 和 频率 ; 
(2) 波 的 极 化 方式 ; 
(3) 磁场 强度 H; 
(4) 流 过 与 传播 方向 垂直 的 单位 面积 的 平均 功率 。 

5.7 ”在 空气 中 ,一 均匀 平面 波 的 波长 为 12 cm, 当 该 波 进入 某 无 损耗 媒质 中 传播 时 ,其 
波长 减 小 为 8 cm, 和 且 已 知 在 媒质 中 的 EE 和 FH 的 振幅 分 别 为 50 V/m 和 0.1 Am。 求 该 平面 
波 的 频率 和 媒质 的 相对 磁 导 率 和 相对 介 电 常数 。 

5.8 在 自由 空间 中 ,一 均匀 平面 波 的 相位 常数 为 Bo = 0.524 rad/m, 当 该 波 进入 到 理想 
介质 后 ,其 相位 常数 变 为 6=1.81 rad/m。 设 该 理想 介质 的 w,= 1, 试 求 该 理想 介质 的 es. 和 波 
在 该 理想 介质 中 的 传播 速度 

5.9 在 自由 空间 中 ， 一 均匀 平面 流 的 流 攻 为 0=0.2 m, 当 该 波 进入 到 理想 介质 后 ,其 
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波长 变 为 = 0.09 m。 设 该 理想 介质 的 .= 1, 试 求 该 理想 介质 的 s: 和 波 在 该 理想 介质 中 的 
传播 速度 。 

5.10 均匀 平面 波 的 磁场 强度 瑟 的 振幅 为 款 A/m ,在 自由 空间 沿 - e- 方向 传播 ,其 相 
位 常数 6=30 rad/m。 当 t=0、z=0 时 , 吾 在 -e, 方 向 。 

(1) 写 出 忆 和 的 表达 式 ; 

(2) 求 频率 和 波长 。 

5.11 在 空气 中 ,一 均匀 平面 波 沿 6, 方向 传播 ,其 磁场 强度 的 瞬时 表达 式 为 

H(y,i) = e.4 x 10-5cos( 107rz — By+ 于 )A/m 


(1) 求 相位 常数 8 和 z=3 ms 时 ,HH,=0 的 位 置 ; 

(2) 求 电场 强度 的 瞬时 表达 式 E(y,z)。 

5.12 已 知 在 自由 空间 传播 的 均匀 平面 波 的 磁场 强度 为 

H(z,1) = (e, + e,) X 0.8cos(6n x 108z — 2xz) A/m 

(1) 求 该 均匀 平面 波 的 频率 、 波 长 .相位 常数 和 相 速 ; 

(2) 求 与 H(z,t) 相 伴 的 电场 强度 E(xz,z); 

(3) 计算 瞬时 坡 印 廷 矢量 。 

5.13 频率 f=500 kHz 的 正弦 均匀 平面 波 在 理想 介质 中 传播 ,其 电场 振幅 矢量 E, = 
er4 一 ey 十 ez2 kVvm ,磁场 振幅 矢量 Hi = ec6+ ey,18 - e-3 A/m。 试 求 :(1) 波 传播 方向 的 单 
位 矢量 ;(2) 介质 的 相对 介 电 常数 e,;(3) 电场 E 和 磁场 有 H 的 复数 表达 式 。 

5.14 已 知 自由 空间 传播 的 均匀 平面 波 的 磁场 强度 为 


H= (e a 十 人 十 ec )10-ceos| wt Ss T+yt 于 =) | A/m 


试 求 : (1) 波 的 传播 方向 ;(2) 波 的 频率 和 波长 ;(3) 与 H 相伴 的 电场 包 ;(4) 平均 坡 印 廷 矢 
5.15 频率 为 100 MHz 的 正弦 均匀 平面 波 , 沿 e, 方向 传 
播 ,在 自由 空间 点 P(4, - 2,6) 的 电场 强度 为 EE= e100 


ey70 V/m, 求 i 
(1) z=0 时 ,P 点 的 |E|; 
(2) z=1 ns 时 ,P 点 的 |E|; 和 


(3) z=2 ns 时 ,点 Q(3,5,8) 的 |E|。 

5.16 频率 f=3 GHz 的 均匀 平面 波 垂直 人 射 到 有 一 个 “ 
大 孔 的 聚 茶 乙 烯 (s,=2.7) 介 质 板 上 ,平面 波 将 分 别 通过 孔洞 
和 介质 板 达 到 右 侧 界面 ,如 图 题 5.16 所 示 。 试 求 介 质 板 的 厚 
度 4 为 多 少时 ,才能 使 通过 孔洞 和 通过 介质 板 的 平面 波 有 相 
同 的 相位 ? ( 注 :计算 此 题 时 不 考虑 边缘 效应 ,也 不 考虑 在 界 - 图 题 5.16 
面 上 的 反射 ) 。 

5.17 试 证明 :一 个 椭圆 极 化 波 可 以 分 解 为 两 个 旋 向 相反 的 圆 极 化 波 。 
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5.18 已 知 一 右 旋 贺 极 化 波 的 波 矢量 为 
k=w Vpe /2(e, + es) 

且 t=0 时 ,坐标 原点 处 的 电场 为 E(0)= e,Eo。 试 求 此 右 旋 圆 极 化 波 的 电场 磁场 表达 式 。 

5.19 自由 空间 的 均匀 平面 波 的 电场 表达 式 为 

E(r,:) = 10(er + e,2+ eE,)cos(wt + 37 -~ y~ z) V/m 

式 中 的 E, 为 待定 量 。 试 由 该 表达 式 确定 波 的 传播 方向 、 角 频率 w、 极 化 状态 ,并 求 与 吾 (r， 
i) 相 伴 的 磁场 H(r,z)。 

5.20 已 知 自 由 空间 的 均匀 平面 波 的 电场 表达 式 为 

E(r) = 《er + ey2 十 esjVS)e t+) V/m 

试 由 此 表达 式 确 定 波 的 传播 方向 波长 , 极 化 状态 ,并 求 与 E(r) 相 伴 的 磁场 H(r)。 

5.21 证 明 电磁 波 在 良 导体 中 传播 时 , 场 强 每 经 过 一 个 波长 ,振幅 衰减 55 dB。 

5.22 有 一 线 极 化 的 均匀 平面 波 在 海水 (e,= 81、x;=1、o=4 S/m) 中 沿 +y 方 向 传播 ， 
其 磁场 强度 在 y=0 处 为 

H(0,1) = e,0.1sin(10'%xt - x/3) A/m 

(1) 求 衰减 常数 .相位 常数 .本 征 阻抗 、 相 速 、 波 长 及 透 入 深度 ;(2) 求 出 HH 的 振幅 为 0.01 A/m 
时 的 位 置 ;(3) 写 出 E(y,t) 和 HH(y,i) 的 表示 式 。 

5.23 海水 的 电导 率 c=4 S/m, 相 对 介 电 常数 e. = 81。 求 频率 为 10 kHz、100 kHz、 
1 MHz、10 MHz、100 MHz、1 GHz 的 电磁 波 在 海水 中 的 波长 衰减 系数 和 波 阻 抗 。 

5.24 已 知 某 区 域内 的 电场 强度 表达 式 为 


一 0。 j0. 
和 (0.1z+j0.,32z2) V/m 


五 = (e.4+ cde 
试 讨论 电场 所 表示 的 均匀 平面 波 的 极 化 特性 。 
5.25 在 相对 介 电 常数 e*=2.5、 损 耗 角 正 切 值 为 0 的 非 磁 性 媒质 中 ,频率 为 3 GHz、 
e 方向 极 化 的 均匀 平面 波 沿 e, 方向 传播 。 
(1) 求 波 的 振幅 衰减 一 半 时 ,传播 的 距离 ; 
(2) 求 媒质 的 本 征 阻抗 、 波 的 波长 和 相 速 ; 
(3) 设 在 x=0 处 的 E(0,:) =e,50sin( 6xx10? + 互 | , 写 出 H(z ,i) 的 表达 式 。 


5.26 已 知 在 100 MHz 时 ,石墨 的 趋 肤 深 度 为 0.16 mm, 试 求 : 
《1) 石墨 的 电导 率 ; 
(2) 1 GHz 的 电磁 波 在 石墨 中 传播 多 长 距离 其 振幅 衰减 了 30 dB? 


5.27 频率 为 150 MHz 的 均匀 平面 波 在 损耗 媒质 中 传播 ,已 知 e,=1.4、p:=1 及 
1074, 间 电磁 波 在 该 媒质 中 传播 几米 后 , 波 的 相位 改变 90?? 


第 6 章 
均匀 平面 波 的 反射 与 透射 


我 们 已 经 讨论 了 均匀 平面 波 在 无 界 均匀 媒质 中 的 传播 特性 。 实 际 上 ,电磁 
波 的 传播 过 程 中 经 常会 遇 到 不 同 的 媒质 的 分 界面 ,这 时 部 分 电磁 能 量 被 分 界面 
反射 ,形成 反射 波 ; 而 另 一 部 分 电磁 能 量 将 透 过 分 界面 继续 传播 ,形成 透射 波 。 

这 一 章 中 ,将 讨论 均匀 平面 波 对 媒质 分 界面 的 垂直 和 人 射 和 斜 人 射 以 及 对 理 
想 导 体 表 面 的 垂直 人 射 和 斜 人 射 。 


6.1.1 对 导电 媒质 分 界面 的 垂直 人 射 


如 图 6.1.1 所 示 ,z<0 的 半空 间 充满 参数 为 ei yi 和 cl 的 导电 媒质 1， 
z >0 的 半空 间 充 满 参数 为 sy ,ws 和 cy 的 导电 媒质 2 ,均匀 平面 波 从 媒质 1 垂直 
入 射 到 z = 0 的 分 界 平面 上 。 为 简化 讨论 但 又 不 失 一 般 性 ,假定 人 射 波 是 沿 = 
方向 的 线 极 化 波 。 这 时 ,媒质 1 中 的 人 射 波 电场 和 磁场 分 别 为 


* 


图 6.1.1 均匀 平面 波 垂 宜人 射 到 两 种 不 同 媒质 的 分 界 平面 


228 第 6 章 均匀 平面 波 的 反射 与 透射 


E(z) = ezEine 7 (6.1.1) 


H(z) = e。 x 二 = ey J (6.1.2) 
8 71c 71c 


。 . 01 
Y1 二 ]wWAlElc 三 Ww es 


| 
pe | | 


媒质 1 中 的 反射 波 电场 和 磁场 分 别 为 
E(z) = eEme’!” (6.1.3) 


No Ct 
?le Ttec 


于 是 ,媒质 1 中 的 合成 波 电 场 和 磁场 分 别 为 
五 !(z) = 五 ;(z) 十 五 :(z) 一 er [Eime ”1” 不 Ene’:”] (6.1.5) 


Hi(z) = Hi(z) + H,(z) = Sl — Eme’*] (6.1.6) 
le 


媒质 2 中 只 有 透射 波 ,其 电场 和 磁场 分 别 为 
Es(z) = E(z) = e,Ewme ’2” (6.1.7) 


H,(z) 全 五 ,(z) 二 ez Xx Ee 一 2y pe (6.1.8) 
72c 72c 


其 中 


02 
Y2 = jw V AHA28s2c = ee y 


Ej | 
根据 边界 条 件 , 在 z=0 的 分 界 平面 上 ,应 有 Ei1; = 忆 ，.、Hi, = 日,,。 将 式 
(6.1.5) 一 式 (6.1.8) 代 和 人 边界 条 件 ,可 得 到 


由 此 可 解 得 


= Le lp, (6.1.9) 
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i | 
.7 D2e + (6.1.10) 
定义 反射 波 电场 振幅 Ei 与 人 射 波 电 场 振幅 E;, 的 比值 为 分 界面 上 的 反射 


”系数 ,并 用 厂 表示, 则 由 式 (6.1.9) 得 到 


E 


Bs 7Y2c 二 ?1c 
ee . (6.1.11 
Em | 712c 十 71c ( ) 


定义 透射 波 电场 振幅 下 。 与 人 射 波 电场 振幅 ,的 比值 为 分 界面 上 的 透射 
系数 ,并 用 rt 表示 , 则 由 式 (6.1.10) 得 到 透射 系数 


T= 


(6.1.12) 


由 式 (6.1.11) 和 式 (6.1.12) 可 知 , 反 射 系数 厂 和 透射 系数 t+ 之 间 的 关系 为 
1+IT=r (6.1.13) 
一 般 情 况 下 , 卫 和 z 均 为 复数 ,这 表明 在 分 界面 上 ,反射 波 、 透 射 波 与 人 射 波 
之 间 存 在 相位 差 。 


6.1.2 对 理想 导体 平面 的 垂直 人 射 


如 图 6.1.2 所 示 ,媒质 工 为 理想 介质 ,其 电导 率 cl =0; 媒 质 2 为 理想 导体 ， 
其 电导 率 G2 二 So 


图 6.1.2 平面 波 对 理想 导体 平面 的 牌 直 人 射 
由 于 媒质 2 的 电导 率 cs = co ,其 本 征 阻抗 
2 A 2 
E2c Nez — jo2/%w- 


由 式 (6.1.11) 和 式 (6.1.12) ,得 到 
T=-1,r=0 (6.1.14) 
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这 是 由 于 理想 导体 内 部 的 电磁 场 为 零 ,所 以 r=0。 根 据 边 界 条 件 , 在 理想 导体 
表面 上 ,电场 的 切 向 分 量 应 等 于 零 , 所 以 EF, = - 已, 即 反 射 波 电场 与 人 射 波 电 
场 的 相位 差 为 5, 如 工 = 一 1。 

由 于 媒质 1 是 理想 介质 ,y; =jw Vpiel=jB1、Ne==V pi/er = ,故人 射 波 
` 电场 和 磁场 分 别 为 


E(z) = e,E, eh (6.1.15). 
ee Ene (本 本 加 
反射 波 的 电场 和 磁场 分 别 为 
E,(z) 一 一 e 开 ea (6.1.17) 
H.(z) = 6, Be 《本 1 


故 媒质 1 中 的 合成 波 的 电场 和 磁场 分 别 为 
Ei(z) = eE, (en -er)=-ej2PEsin pz (6.1.19) 


Hi(z) = e， 了 + en’)= e, Enmeos pz (6.1.20) 
1 1 


合成 波 的 电场 和 磁场 的 瞬时 值 表示 式 分 别 为 
Ei(z,t) = Rel Ei(z)e” |] = e2Pisin Bizsin wt (6.1.21) 


Hi(z,t) = Re[l Hi(z)e”] = e， Encos Bizcos wt (6.1.22) 
1 


由 此 可 见 ,媒质 1 中 的 合成 波 的 相位 仅 与 时 间 有 关 , 这 就 意味 着 空间 各 点 合成 波 
的 相位 相同 。 空 间 各 点 的 电场 强度 的 振幅 随 z 按 正 弦 函 数 变化 , 即 
|E,(z)|= 2E,, |sin Biz | (6.1.23) 


最 大 值 为 2E;, ,最 小 值 为 0。 磁场 强度 的 振幅 随 z 按 余弦 函数 变化 , 即 
[27s En |eos Biz | 全 江汉) 


最 大 值 为 2Ea /1 ,最 小 值 也 为 0。 合成 波 在 空间 没有 移动 ,只 是 在 原来 的 位 置 
振动 , 故 称 这 种 波 为 驻 波 。 . 
由 式 (6.1.23) 可 知 , 在 Biz= 一 nx, 即 


| 
人 7 (O23 (6.1.25) 


处 ,电场 的 振幅 始终 为 零 , 故 这 些 点 为 电场 的 波 节 点 。 而 在 Bz = 一 (272+1)r， 
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即 
(2n + 1)Ai 
A 

处 ,电场 的 振幅 最 大 , 故 这 些 点 为 电场 的 波 腹 点 。 
由 式 (6.1.23) 和 和 式 (6.1.24) 可 以 看 出 ,磁场 的 波 节 点 恰好 是 电场 的 波 腹 点 ， 
而 磁场 的 波 腹 点 恰好 是 电场 的 波 节点 。 在 理想 导体 表面 上 , | E,(0) | 为 零 ,而 


| 豆 ; (0) | 为 最 大 值 ,如 图 0.1.3 所 示 。 


(n= 0,1,2,3,.…) (6.1.26) 


tla ,| 到 | 


网 


图 6.1.3 ”对 理想 导体 垂直 入 射 时 电场 磁场 的 波 节 与 波 腹 
由 式 (6.1.21) 和 式 (6.1.22) 可 以 看 出 ,Ei(z,t) 和 Hi(z,zt) 的 驻 波 不 仅 在 


空间 位 置 上 错开 守 , 在 时 间 上 也 有 站 的 相 移 , 如 图 6.1.4 所 示 。 


of 一 区 /2 wt=0 


(a) 电场 的 时 空 关系 (b) 磁场 的 时 空 关系 
图 6.1.4 ”对 理想 导体 骤 直 入 射 时 电场 .磁场 的 时 空 关系 
媒质 1 中 合成 波 的 平均 坡 印 廷 矢量 为 


4E? 
Si,, = FRe[ Ei(z) x Hi (z)] = Re[ e-j i Bizcos Biz] = 0 


因此 , 驻 波 不 发 生 电 磁 能 量 的 传输 , 仅 在 两 个 波 节 间 进行 电场 能 量 和 磁场 能 量 的 


交换 。 


例 6.1.1 一 右 旋 圆 极 化 波 垂直 人 射 至 位 于 z=0 的 理想 导体 板 上 ,其 电场 
强度 的 复数 形式 为 


E(z) = (e, 一 je)Ee ie 
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(1) 确定 反射 波 的 极 化 ; - 
(2) 写 出 总 电场 强度 的 瞬时 表达 式 ， 
(3) 求 板 上 的 感应 面 电 流 密 度 。 
解 : (1) 设 反 射 波 电场 的 复数 形式 为 
E.(z) = (esErs + eyEry)er 
由 理想 导体 表面 电场 所 满足 的 边界 条 件 , 在 z=0 时 有 
[E;(z) + E.(z)],.-o=0 
得 | 
E,(z) = (— er + eyi)Ener 
这 是 一 个 沿 - ez 方向 传播 的 左旋 圆 极 化 波 。 
(2) z<0 区 域 的 总 电场 强度 
Ei(z,t)= Rel[E:(z) + E,(z)]e”| 
= Rel[(e, ~ eyj)e i® +(- e+ ej)er]Ene”| 
= Rel[— (e, — ejj)j2sin Bz ]Ene™| 
= 2Ensin Bz(e,sin wr 一 eycos dz) 
(3) 又 由 理想 导体 表面 磁场 所 满足 的 边界 条 件 
eu X 五 1 = Js 
这 里 e.= 一 e,, 则 
Js = 一 exXx[Hi(z)+ 百 .(z)]。-o0 
而 


EA 
H(z) = a x Ei(z) = (ezj + ey) 一 一 e jp 
7 70 


De 
H.(z) = 二 (- es) Xx E,(z) = (exj + e,) —er 
7 70 


故 


2E 
Js =— e: X[H;(z) + H(z)].-0 = (ev — eyj) 2 


6.1.3 对 理想 介质 分 界面 的 垂直 人 射 
如 图 6.1.5 所 示 ,媒质 1 和 媒质 2 均 为 理想 介质 , 即 cl = cy =0, 则 
Yi1 =jwWVAieil = jpl、 yt = VAIMel = 7 


Y2 = jw VAHpze2 = jB2, Te = V HA2Ve2 = 7 
由 式 (6.1.11) 和 式 (6.1.12) ,得 到 
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5 


图 6.1.5 平面 波 对 理想 介质 分 界 平 面 的 垂直 人 射 


22 ”21 
1 6.1.27 
a ( ) 
272 | 
= 6.1.28 
ee ( ) 


在 这 种 情况 下 ,wi 和 ws 辟 为 实数 。 当 p> nn 时 ,反射 系数 了 >0, 这 意味 
着 在 分 界面 上 反射 波 电场 与 人 射 波 电场 同 相 位 ; 当 p< 时 ,反射 系数 <0， 
这 意味 着 在 分 界面 上 反射 波 电场 与 人 射 波 电场 的 相位 差 为 x, 即 存在 半 波 损失 。 
在 媒质 1 中 ,人 射 波 的 电场 和 磁场 分 别 为 


E.,(z) = e,Fne i (6.1.29) 
Hi(z) = e@, J (6.1.30) 
1 
反射 波 的 电场 和 磁场 分 别 为 
E.(z) = eIE, ef” (6.1.31) 
Hi(z) =— e, oe (6.1.32) 
1 


则 媒质 1 中 的 合成 波 的 电场 和 磁场 分 别 为 
Ei(z) = eEm(e i + Tef*) = eBisl(l + T)e hr + j2TsinBiz] 
(6.1.33) 


Hi(z) = e， es — Tef*) = ey mt + TT)e hr ~ 2TcosB1z] 
1 1 


(6.1.34) 
而 媒质 2 中 的 透射 波 的 电场 和 磁场 分 别 为 
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E,(z) = E.(z) = erEne jf (6.1.35) 
H(z) = H(z) = e， 万 Bine (6.1.36) 
2 


由 式 (6.1.33) 可 知 ,媒质 1 中 的 合成 波 电场 包含 两 部 分 :第 一 部 分 包含 传播 
因子 e-j=, 是 振幅 为 (1 + P) BE、 沿 + = 方向 传播 的 行 波 ,第 二 部 分 是 振幅 为 
27TEim 的 驻 波 。 合 成 波 电场 的 振幅 为 

|Ei1(z)|= En | (eiPr + Peipz)| = En |(l + Pei2pz)| 
= FE,,|[l1 + Tecos(2B1z) + jr'sin(281z)]| 


= EV1+ TI?+2Tcos(2B1z) (6.1.37) 
由 此 可 知 , 当 厂 >0, 即 %,>n1 时 ,在 2B1z= 一 2nx, 即 
__ ar _ 了 1 n 一 eo. 
= 一 有 (6.1.38) 
处 ,合成 波 电 场 振幅 | Bi:(z) | 的 值 最 大 , 且 
Bis) = Et) (6.1.39) 


在 28;z= 一 (2n+1)x, 即 


十 工 
__ Qn+tlD)rxr__ (Qn+DA (n= 0,1,2,3,…) (6.1.40) 


| 2 4 
处 ,合成 波 电 场 振幅 |E1(z) | 的 值 最 小 , 且 
[Ei(z)|,, = En(l — IT) (6.1.41) 
>0 时 合成 波 的 电场 振幅 如 图 6.1.6 所 示 。 
| HE| 
加 | | 


| | 
By i MM MMO z 
i 


图 6.1.6 厂 >0 时 合成 波 的 电场 振幅 
当 厂 <0, 即 wy,< wi 时, 则 在 
(Qn+t+l)rxr (n+ DA 
2 28 一 人 4 | 
处 ,合成 波 电 场 |E1(z).| 的 值 最 大 , 量 
|E1(z)| 


(n = 0,1;,2,3,…) (6.1.42) 


= Ei(l = I) (6.1.43) 


max 
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在 
ee 
Bi 2 
处 ,合成 波 电场 振幅 | 五 !(z) | 的 值 最 小 , 且 
| Bi(z)| = Ein,(l + TIT) 


<0 时 合成 波 的 电场 振幅 如 图 6.1.7 所 示 。 


Ia 


4 
ee ey 
4 


41 
4 2 4 


图 6.1.7 FP<0 时 合成 波 的 电场 振幅 
外 式 (6.1.34) 可 得 到 合成 波 磁 场 的 振幅 为 


[Hi(z)| 一 a 十 a — 2cos(2B1z) 
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(6.1.44) 


(6.1.45) 


由 此 可 见 , | H(z)| 和 |E1(z) | 的 最 大 值 与 最 小 值 的 出 现 位 置 正好 互 换 。 
在 工程 中 ,常用 驻 波 系数 (或 驻 波 比 )S 来 描述 合成 波 的 特性 ,其 定义 是 合成 


波 的 电场 强度 的 最 大 值 与 最 小 值 之 比 , 即 


[El 1+|r| 
"Be tl 


S 的 单位 通常 是 分 贝 ,其 分 贝 数 为 20logi0S。 

由 式 (6.1.43) ,可 将 反射 系数 用 驻 波 系数 表示 为 
S=1 
S+1 
媒质 1 中 沿 z 方向 传播 的 平均 功率 密度 


IT|= 


1 巨 筷 
Sim = FRel esE1 x oHi 1 = e377 (1 T) 
等 于 入 射 波 平均 功率 密度 减 去 反射 波 平均 功率 密度 。 
媒质 2 中 沿 = 方向 传播 的 平均 功率 密度 


1 5 En 
S2a, = 7 Rel esE2 x eyH2 ] 二 于 和 本 


容易 证 明 $1,,= $, (见习 题 6.10)。 


(6.1.46) 


(6.1.47) 


(6.1.48) 


(6.1.49) 
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例 6.1.2 一 均匀 平面 波 自 空气 中 垂直 人 射 到 半 无 限 大 的 无 耗 介质 表面 
上 ,已 知 空气 中 合成 波 的 驻 波 比 为 3, 介质 内 透射 波 的 波长 是 空气 中 波长 的 1/6， 
且 介质 表面 上 为 合成 波 电场 的 最 小 点 。 求 介质 的 相对 磁 导 率 jy, 和 相对 介 电 常 


数 e,。 
解 : 因为 驻 波 比 
1+ | 了 | 
S 1 一 3 
由 此 解 出 
: Tr|= 却 


由 于 界面 上 是 合成 波 电场 的 最 小 点 , 故 全 = - 方 。 


72 ~ 71 
Be 
72 十 71 
式 中 71 = 加 =120r, 于 是 有 
1 
72 了 70 
又 因为 
LH2 Hr 
72 A e2 一 A/ 四 
所 以 得 到 
Lr 1 
e. 9 
又 因为 媒质 中 的 波长 
和 天 抽 
“ Hréer 6 
得 
grtr = 36 


联 立 求解 (1) 、(2) 式 , 得 


由 于 反射 系数 


01) 


(2) 


如 图 6.2.1 所 示 的 三 层 不 同 的 无 损耗 媒质 ,两 个 分 界面 相互 平行 。 媒 质 1 
(参数 为 sl 、p1) 与 媒质 2( 参 数 为 e、p2) 的 分 界面 位 于 z=0, 媒 质 2 的 厚度 为 
d ,并 在 z= 4d 与 媒质 3( 参 数 为 e3、x3) 交 界 。 当 电磁 波 从 媒质 1 中 垂直 人 射 时 ， 
在 分 界面 z=0 和 z=d 处 都 要 发 生 反 射 和 透射 。 因 此 ,媒质 1 和 媒质 2 中 都 存 
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在 沿 + zx 方向 传播 的 人 射 波 和 沿 - < 方向 传播 的 反射 波 ,而 媒质 3 中 只 存在 沿 
+ z 方 向 传播 的 透射 波 。 


Kis€1 


0 a 


图 6.2.1 对 三 层 不 同 媒质 的 垂直 人 射 
6.2.1 多 层 媒质 的 场 量 关 系 与 等 效 波 阻抗 


设 媒质 1 中 的 人 射 波 为 
Eii( z) 


ll 


Bime hi 


! 


1 ed 

Hi(z) 6y me . 
则 反射 波 为 
Ei:(z) = esElmel!” = eTElmeh” 


1 j 1 j 
Hi(z) =- ey — Eimef’ = 一 e 一 站 Elineips 
1r (2) 2y 人 1 2y 1 1t1 


式 中 Pi= Ei /Ei 为 分 界面 z=0 处 的 反射 系数 。 于 是 ,媒质 1 中 的 合成 波 可 
宝 


A A ee 


Ei E 人 (6.2.1) 
Hi(z) = e, epz ~- Tieipiz) 
1 


媒质 2 中 的 电磁 波 可 写 为 
E(xz)= eBEzmle 2s) + Toeip(z 4)] 
一 er Eimle jb 尘 Teipo4s 4)] 


(6.2.2) 


1 Ce 
H(z)= 人 jj(z-a) RAC 
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式 中 ,ri = Ezyim/Eiim 为 分 界面 x=0 处 的 透射 系数 ,本 ,= E2m7/Esim 为 分 界面 
z= 4 处 的 反射 系数 。 

媒质 3 中 的 电磁 波 可 写 为 

和 = eFyme Bt* ea) = eTiTt Elme jp 2) 
[H(z) ey (6.2.3) 
73 
式 中 ,rz = Esm/Ezim 为 分 界面 z 三 d 处 的 透射 系数 。 

在 以 上 的 式 (6.2.1) 一 式 (6.2.3) 中 ,Eii 为 已 知 量 , 而 Pi ri 和 zs 为 未 
知 量 。 根 据 边界 条 件 ,在 分 界面 z=0 和 z=d 上 ,电场 的 切 向 分 量 连 续 和 磁场 
的 切 向 分 量 连续 ,可 以 求 出 这 四 个 未 知 量 。 

在 媒质 2 与 媒质 3 的 分 界面 z=4d 处 ,由 Es,(d)= Es3.(d) 和 H,,(d)= 
电 3,(d), 得 


1 二 了 二 
(6.2.4) 
J = 
: 72 73 
由 此 可 得 到 
73 ~ 72 
er 6.2.5 
2 ( ) 
273 
= 1+ ,= 6.2.6 
TT 2 13 十 772 ( 6 ) 


在 媒质 1 与 媒质 2 的 分 界面 z=0 人 处 ,由 Ei,(0)= EE,(0) 和 Hi,(0)= 
昌 ,,(0), 得 


1 十 了 1 一 ri(eB2d 十 Tse iBsd) 
(6.2.7) 
J -1) = (ee - Taeripa) 
71 72 
由 此 可 得 到 
旺 芝 全 Bd + Te ld | 
人 (6.2.8) 
今 
gp4 + Toeripad 
(6.2.9) 


0 Te 


由 式 (6.2.8) 可 得 到 
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Nd 六 71 
i 6.2.10 
Sn ( ) 


此 外 ,由 式 (6.2.7) 还 可 解 得 

1+Ti 
elpbd + Tye jfad 

由 式 (6.2.9) 可 以 看 出 ,we 实际 上 是 媒质 2 中 的 电场 与 磁场 在 z=0 处 的 值 
之 比 , 即 w= E2(0)AH2(0), 故 称 为 z=0 处 的 等 效 波 阻 抗 。 而 式 (6.2.10) 的 含 
义 可 理解 为 ,媒质 2 与 媒质 3 对 分 界面 x =0 处 的 反射 系数 影响 可 用 一 种 等 效 的 
媒质 来 代替 ,此 等 效 媒质 的 本 征 阻抗 即 为 等 效 阻抗 yat。 

将 式 (6.2.5) 代 入 式 (6.2.9), 并 应 用 欧 拉 公式 ,又 可 将 mw 写 为 


(6.2.11) 


TI 三 


.73+jntan( Bzd) 

人 72 十 jnstan( Bad ) 

对 2”(>3) 层 媒质 的 垂直 人 射 的 情况 ,可 采用 类 似 的 方法 来 分 析 。 如 图 

6.2.2 所 示 , 设 均匀 平面 波 从 第 一 层 自 左 向 右 垂直 人 射 ,首先 求 出 最 右边 的 分 界 

面 (n 一 1) 处 的 反射 系数 忆 -1 ,然后 求 出 其 左 邻 的 分 界面 (n - 2) 处 的 等 效 波 阻 

抗 和 反射 系数 ,-，。 如 此 继续 下 去 ， 直至 求 出 最 左边 的 第 一 一 个 分 界面 处 的 等 效 
波 阻抗 和 反射 系数 1。 

(1) 22) G) (1-2)(n—l) 


(6.2.12) 


图 6.2.2 对 多 层 不 同 媒质 的 垂直 人 射 


6.2.2 ”四 分 之 一 波长 匹配 层 
如 图 6.2.3 所 示 ,在 两 种 不 同 媒质 之 间 插 入 一 层 厚 度 为 四 分 之 一 波长 .本 征 
阻抗 为 ?2 的 媒质 , 即 4= 字 。 这 时 


2 A2 
入》 4 


T 
必 tan 一 ”一 > OO 5 


tan( Bd ) = van 7 


由 式 (6.2.12) ,可 得 
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图 6.2.3 用 于 消除 反射 的 四 分 之 一 波长 匹配 层 
若 取 媒质 2 的 本 征 阻 抗 


72 = V N173 (全 全 
则 有 w=71。 由 此 得 到 媒质 1 与 媒质 2 的 分 界面 上 的 反射 系数 
a 
A2 


这 表明 , 知 在 两 种 不 同 媒质 之 间 择 和 一 层 厚 度 a = 地 的 媒质 ,只 要 y= 7173， 


就 能 消除 媒质 1 的 表面 上 的 反射 。 因 此 ,这 种 厚度 d = 22 的 媒质 通常 用 于 两 种 


不 同 媒质 间 的 无 反射 阻抗 匹配 , 称 为 1/4 波长 匹配 层 。 例 如 ,在 照相 机 的 镜头 上 
都 有 这 种 消除 反射 的 歼 层 。 

例 6.2.1 频率 f=10 GHz 的 均匀 平面 波 从 空气 中 垂直 和 人 射 到 es = 4e0、 
Aw=Apso=0 的 理想 媒质 平面 上 ,为 了 消除 反射 ,在 媒质 表面 涂 上 1/4 波长 的 匹 
配 层 。 试 求 匹配 层 的 相对 介 电 常数 和 最 小 厚度 。 

解 : 已 知 的 本 征 阻 抗 为 

70 


Er3 


71 = 7 = 3770, 7 = = 188.5 0 


则 匹配 层 的 本 征 阻抗 为 
m2 = Vm = V377X 188.5 0 = 377/ 0 


又 由 于 加 = 一 上 , 故 得 到 


E12 
2 2 
“ | 3 


匹配 层 的 最 小 厚度 
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A 
0 


4 4V2 
6.2.3 半 波 长 介质 窗 


如 果 媒 质 1 和 媒质 3 是 相同 的 媒质 , 即 73 = wi, 当 媒质 2 的 厚度 4 = 各 时 ， 
和 . 
2 42 
42 2 


j= tan «= 


tan( Bad ) = tan| 


由 式 (6.2.12) ,可 得 
Nef 二 73 二 7 
由 此 得 到 媒质 1 与 媒质 2 的 分 界面 上 的 反射 系数 
IT > 0 


同时 , 当 d= 全 时 ,Bzd = x, 由 式 (6.2.11) ,有 


1+ Ti] 了 1 
1 Bd + TyeiBd 1+T, 
所 以 
rizr2 = 一 1 
即 
Esm = — Etim 


这 表明 ,电磁波 可 以 无 损耗 地 通过 厚度 为 *,/2 的 媒质 层 。 因 此 ,这 种 厚度 4 = 
42/2 的 媒质 层 又 称 为 半 波 长 媒质 窗 。 例 如 ,雷达 天 线 晶 的 设计 就 利用 了 这 个 原 
理 。 为 了 使 雷达 天 线 免 受 恶劣 环境 的 影响 ,通常 用 天 线 罩 将 天 线 保护 起 来 , 若 天 
线 单 的 媒质 层 厚 度 设计 为 该 媒质 中 的 电磁 波 的 半 个 波长 ,就 可 以 消除 天 线 晶 对 
电磁 波 的 反射 。 | 


电磁 波 以 任意 角度 人 射 到 不 同 媒质 分 界面 上 称 为 斜 人 射 ,在 这 种 情况 下 ,人 
射流、 反射 波 和 透射 波 的 传播 方向 都 不 垂直 于 分 界面 。 在 斜 人 射 的 情况 下 ,将 人 
射 波 的 波 矢 量 与 分 界面 法 线 矢 量 构成 的 平面 称 为 人 射 平 面 ,如 图 6.3.1 所 示 。 
奇人 射 波 的 电场 垂直 于 人 射 平面 , 则 称 为 垂直 极 化 波 ; 若 人 射 波 的 电场 平行 于 入 
射 平面 , 则 称 为 平行 极 化 波 。 对 于 电场 矢量 与 人 射 平面 成 任意 角度 的 入 射 波 ,都 
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可 以 分 解 为 垂直 极 化 和 平 行 极 化 的 两 个 分 量 。 


zy 
和 6.3.1 均匀 平面 波 对 理想 介质 分 界面 的 斜 人 射 


6.3.1 反射 定律 与 折射 定律 


设 z<0 的 半空 间 充满 参数 为 e1 和 ji 的 理想 媒质 1, = >0 的 半空 间 充满 
参数 为 e2 和 wa 的 理想 媒质 2, 均 匀 平 面 波 从 媒质 1 斜 人 射 到 分 界 平面 ,取信 庙 
平面 为 xOz 平面 ,如 图 6.3.1 所 示 。 分 别 用 ei\e. 和 e, 表示 人 射 波 、 反射 波 和 
透射 波 的 传播 方向 的 单位 矢量 , 则 有 


ei = esin 0;+ escos 0; (6.3.1) 
er = esin 0,— ecos O. . (6.3.2) 
er = esin 0, + ecos Ot (6.3.3) 


式 中 ,6; 是 入射 波 的 波 矢量 与 分 界面 法 线 间 的 夹 角 , 称 为 人 射 角 ; 6: 是 反射 波 的 
波 矢量 与 分 界面 法 线 间 的 夹 角 , 称 为 反射 角 ; 60, 是 透射 波 的 波 矢量 与 分 界面 法 
线 间 的 夹 角 , 称 为 透射 角 。 

入 射 波 的 波 矢量 ,= eiki, 则 入 射 波 的 电场 和 磁场 分 别 为 


E, a Ee ike 三 Ee tzsin 0,+ zcos 0.) a (6.3.4) 
H. Ee ey x Ee ii(zsin 0.+ zcos 0.) (6.3.5) 
71 
反射 波 的 波 矢量 k,= e,k1i, 则 反射 波 的 电场 和 磁场 分 别 为 
E, Es Ee ite 到 Ee jersin 0 .~—zcos 0.) (6.3.6) 


H, Ee - x Ee Jktrsin 0 一 zcos 9.) (6.3.7) 
1 
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透射 波 的 波 矢 量 k, = et&z, 则 透射 波 的 电场 和 磁场 分 别 为 
五 ， 一 Ee tac" 三 : Ee -ia:(zsin 0 + zcos 9) (6.3.8) 


H, 2 = x Ee txsin 0 + zcos 0') (6.3.9) 
2 


根据 边界 条 件 , 在 z=0 的 分 界面 上 ,由 电场 的 切 向 分 量 连续 性 ,得 到 
e。 X Buie 1 xsin 9; + e, xX Ee i xsin 0 — e。X Ee ia zsin 0 
此 式 对 所 有 z 都 成 立 , 则 必 有 
kisin 0. = kisin 0; = ksin 0 (6.3.10) 
式 (6.3.10) 称 为 分 界面 上 的 相位 匹配 条 件 。 
由 式 (6.3.10) 中 的 前 一 个 等 式 ,得 
0; = 0. (6.3.11) 
即 反 射 角 等 于 入 射 角 , 这 就 是 电磁 波 的 反射 定律 , 称 为 斯 耐 尔 反射 定律 。 
由 式 (6.3.10) 中 的 后 一 个 等 式 , 得 


sin 0. _ ki _n (6.3.12) 


sin oO; k» 722 


这 就 是 电磁 波 的 折射 定律 , 称 为 斯 耐 尔 折射 定律 。 式 中 


C VLIE1 一 Ski1, 和 C pae2 = 二 2 (6.3.13) 
分 别 为 媒质 1 和 媒质 2 的 折射 率 。 


6.3.2 反射 系数 与 透射 系数 


在 斜 人 射 的 情况 下 ,反射 系数 和 透射 系数 与 人 射 波 的 极 化 有 关 。 下 面 分 别 
就 人 射 波 为 垂直 极 化 波 和 平行 极 化 波 两 种 情况 进行 分 析 。 
1. 垂直 极 化 波 
如 图 6.3.2 所 示 ,垂直 极 化 波 的 电场 只 有 EF, 分 量 ,磁场 只 有 日 分 量 和 克 。 
分 量 。 媒 质 1 中 任意 一 点 的 电场 和 磁场 
Ey = E;, + E,, = Eiwm(e tO + TD) greos b)e jersing (6.3.14) 


(~ @ ik zcos 0. + Ty gjpizcos 人 ) ezsin 0, 


Ein 
Hiz 二 H:; + Hz 
71 


(6.3.15) 


jk zcos 6, 十 Ty @jkyzcos 0: ) eit zsin 8; 


(6.3.16) 
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式 中 本 | 为 垂直 极 化 波 在 分 界面 上 的 反射 系数 。 


图 6.3.2 垂直 极 化 波 对 理想 介质 分 界面 的 斜 人 射 
媒质 2 中 任 一 点 的 电场 和 磁场 


E,, = Et, = tl Ene jeazcos be 一 jzzsin 9， (6.3.17) 
工业 Ein —jk,zcos 0 ~ -jk,rsin 6 
H,, = H.,, ee Oi.e 2 Le 2 : (6.3.18) 
2 
于 放 Eim : —jk,zcos 8 ,~jk, rsin 0 
H2, = Hi = "3 Ole 】 te 1°2 t (6.3.19) 
2 


式 中 zc | 为 垂直 极 化 波 在 分 界面 上 的 透射 系数 。 
根据 边界 条 件 , 在 z=0 的 分 界面 上 ,电场 的 切 向 分 量 和 磁场 的 切 向 分 量 连 
续 , 即 E1, = Es, 和 末 1; = 昌 ,;, 并 利用 kisin 0i= k2sin 0 可 得 到 


1+TT= rl (6.3.20) 
1 1 
—(1— TIT)cos 0= —r)| cos 0， (6.3.21) 
71 72 


联 立 求解 以 上 二 式 , 得 到 反射 系数 厂 | 与 透射 系数 =1 分别 为 


72cos 0; 一 71c0S 0. 
”12cos 0;+ Ticos O, 


TP (6.3.22) 


2 e080 (6.3.23) 


五 = 
十 72cos 0; + 71cos 0 


以 上 两 式 又 称 为 垂直 极 化 波 的 菲 涅 尔 公式 。 
对 于 常见 的 非 磁 性 媒质 ,pl 守 po 守 jo , 则 


1 E2 E1 . 
全 三 一 ，sin 0 = /| 一 sin 0; 
72 El : E2 
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因此 ,反射 系数 本 | 与 透射 系数 + | 可 写 为 
cos 0; - VM es/e1 -sin20; 


下 三 二 (6.3.24) 
cos 0; + W e2/e1 — sin20i 
2cos 0; 
r | = 2 (6.3.25) 


cos 0; 十 V e2/el — sin20; 
2. 平行 极 化 波 | 
如 图 6.3.3 所 示 ,平行 极 化 波 的 磁场 只 有 鼠 , 分 量 ,电场 只 有 E, 分 量 和 下 。 
分 量 。 媒 质 1 中 任意 一 点 的 电场 和 磁场 


Ei E,, E,, a 巨 ;，cos Di(e ik1izcos 9; Ty @ik1zcos 0: )e iki zsin 0. 


(6.3.26) 

El a E,, 划 Es a Esin 0;(— ee 一 这 :<cos 9. es Ty lt1reos 0 ) eik1zsin 9. 
(6.3.27) 

Bim jb cos gS i 
和 
1 
-对 
图 6.3.3 “平行 极 化 波 对 理想 媒质 分 界面 的 斜 入 射 
式 中 了 /为 平行 极 化 波 在 分 界面 上 的 反射 系数 。 
媒质 2 中 任意 一 点 的 电场 和 磁场 

Es, = Ei, = Ty Eimcos Ore iearccs feitarsin A (6.3.29) 
Es = Es =— Ty Eimsin Oe jeoxcns Oe-jhazsin 4， (6.3.30) 
H,, H,, = Lh im jkreos 0.0-ik, zsin 0, (6.3.31) 


72 
式 中 zj 为 平行 极 化 波 在 分 界面 上 的 透射 系数 。 
根据 边界 条 件 , 在 zx =0 的 分 界面 上 ,电场 的 切 向 分 量 和 磁场 的 切 向 分 量 连 
续 , 即 Fi, = Es, 和 Hi, = 有,,, 并 利用 kisin bi= 2sin 9,, 可 得 到 
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(1 — Ty)eos:0; = Ty cos 0， (6.3.32) 
联 立 求解 以 上 二 式 , 得 到 反射 系数 厂 y 与 透射 系数 rjy 分 别 为 
_ 71C0s 0; 一 72cos Ot 
Rs Ticos 0i + 72cos Ot (6.3.34) 
2 12c08s 0:; 
5 Ticos Oi + 72cos Oe (6.3.35) 
以 上 两 式 又 称 为 平行 极 化 波 的 菲 涅 尔 公式 。 
对 于 常见 的 非 磁 性 媒质 , 式 (6.3.34) 和 式 (6.3.35) 可 写 为 
ee (es/e1)co0s 0; — V es/e1 — sin’O, (6.3.36) 


(e2/e1)cos 0; + W es/e1 一 sin20; 
2 V eV 0; 
ry = (6.3.37) 
(e2/e1)cos 0; + V e2/e1 — sin20i 


6.3.3 全 反射 与 全 透射 


1. 全 反射 
对 于 常见 的 非 磁性 媒质 ,wpispwaspo, 此 时 折射 定律 为 


sin 0 - 
sin 0 As 
当 媒 质 2 的 介 电 常数 s 大 于 媒质 1 的 介 电 常数 sl, 即 sz>esl 时 ,反射 系数 和 透 


当 媒 质 1 的 介 电 常数 e1 大 于 媒质 2 的 介 电 常数 e2, 即 sl >ez 时 ,只 要 


g €2 
SI 0; 二 ne 
él 


反射 系数 和 透射 系数 仍 为 实数 。 但 当 sin 0. = 所 时 ,由 折射 定律 ,有 


sin 0 = sin 0;:=1 
2 


此 时 ,9,= 元, 这 表明 透射 波 完全 平行 于 分 界面 传播 ,而 且 由 式 (6.3.24) 和 式 


(6.3.36) ,有 
T= Ty= 1 


故 将 这 种 现象 称 为 全 反射 。 使 得 透射 角 9,= 了 的 人 射 角 称 为 临界 角 , 记 作 6., 妈 
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0. = an| | (6.3.38) 
<1 


若 人 射 角 大 于 临界 角 , 即 9;> 0. 时 ,有 
sin 0: > sin 0 = 
81 


ez/el — sin’0. = 一 j Vsin20; -~ e2/el 三 一 ju (6.3.39) 
为 纯 虚 数 。 由 式 (6.3.22) 和 式 (6.3.34) ,可 得 到 
[II= [Ty|=1 
这 表明 , 当 人 射 角 大 于 临界 角 时 ,也 要 发 生 全 反射 。 
由 式 (6.3.23) 和 式 (6.3.35) 可 知 , 当 0;>6. 时 ,zl 和 yz 都 不 为 0。 也 就 是 
说 ,在 发 生 全 反射 时 ,媒质 2 中 仍然 存在 透射 波 。 根 据 式 (6.3.39) ,透射 波 电场 
可 表示 为 


此 时 


E., = Ee “ze 这 (6.3.40) 
这 表明 ,媒质 2 中 的 透射 波 仍然 是 沿 分 界面 方向 传播 ,但 振幅 沿 垂直 于 分 界面 的 
方向 上 按 指数 规律 训 减 ,因此 透射 波 主要 存在 于 分 界面 附近 , 故 称 这 种 波 为 表面 
波 。 图 6.3.4 是 电磁 波 从 光 密 媒质 人 射 到 光 朴 媒质 时 在 分 界面 上 发 生 的 透射 情 
况 。 
由 式 (6.3.40) 还 可 知 ,透射 波 的 等 相位 面 为 x = 常数 的 平面 ,而 等 振幅 面 是 
z= 常数 的 平面 。 在 等 相位 面 上 , 波 的 振幅 是 不 均匀 的 ,所 以 透射 波 又 是 非 均 义 
平面 波 。 


一 2 
4 


图 6.3.4 电磁 波 从 光 密 媒质 人 图 6.3.5 介质 板 内 的 全 反射 
射 到 光 琉 媒质 


电磁 波 在 媒质 与 空气 分 界面 上 全 反射 是 实现 表面 波 传输 的 基础 。 图 6.3.5 
表示 放 在 空气 中 的 一 块 介质 板 。 当 介质 板 内 电磁 波 的 入射 方向 能 使 它 在 介质 板 
的 项 面 和 底面 发 生 全 反射 时 ,电磁 波 将 被 约束 在 介质 板 内 ,并 沿 = 方向 传播 。 
在 板 外 , 场 量 在 垂直 于 板 面 的 +y 方 向 做 指数 衰减 。 
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虽然 上 面 是 拿 介质 平面 板 来 讨论 的 ,但 它 的 原理 同样 适用 于 圆柱 形 的 介质 
棒 。 当 能 够 使 介质 棒 内 的 电磁 波 以 大 于 临界 角 的 人 射 角 投 射 到 介质 与 空气 分 界 
面 并 发 生 全 反射 时 ,就 可 使 电磁 波 沿 介质 棒 传 播 。 这 种 传播 系统 称 为 介质 波导 ， 
它 是 一 种 表面 波 传输 系统 。 例 如 ,在 激光 通信 中 采用 的 光纤 就 是 一 种 介质 波导 。 

例 6.3.1 图 6.3.6 所 示 为 光纤 的 剖面 示意 图 。 光 纤 的 芯 线 材料 的 相对 折 
射 率 n, = Ve , 包 层 材料 的 相对 折射 率 n, = Wess 。 若 要 求 光波 从 空气 (相对 折 
射 率 xo=1) 中 进入 光纤 后 ,能 在 芯 线 和 包 层 的 分 界面 上 发 生 全 反射 , 试 确定 最 
大 的 人 射 角 0.。 


图 6.3.6 光纤 内 的 全 反射 
在 蕊 线 和 包 层 的 分 界面 上 发 生 全 反射 的 条 件 为 


€ 2 。 n 2 
— | 二 arcsin | 一 一 
El nl 


0 之 0. = arcsin 


sin 0 之 sin 0. = 


由 于 01 = 本 一 9 所 以 sinOi =sin| 5 -9 = cos 0, ,因而 得 到 


712 2 
cos 0 之 sn 0. = 一 
?1 


根据 折射 定律 (6.3.12), 有 
n =- i 
sin bi= 一 sin 0, = nisin 0,= mVI-cos0 委 2 /1- (于 | 
no ni 
之 2 
二 MI 7 
0 < arcsin(V ni 一 n2) 


2. 全 透射 
当 平面 波 从 媒质 1 入射 到 媒质 2 时 , 若 反 射 系数 等 于 0, 则 电磁 功率 全 部 透 
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射 到 媒质 2 中 ,这 种 现象 称 为 全 透射 。 
对 于 常见 的 非 磁 性 媒质 , 令 jy =0, 由 式 (6.3.35) ,得 到 


(e2/e1)co0s 0;— MV es/el ~ sin0;= 0 


即 
ee 
或 
(2/e1) (1 ~ sin’0;) = evei -sin20; 
由 此 可 得 到 


使 Ty =0 的 人 射 角 称 为 布 儒 斯 特 角 ,并 记 作 9, 即 


f 
| £2 = soon| / 王 | (6.3.41) 
El 十 €2 E1 ) 


对 于 垂直 极 化 波 , 由 式 (6.3.24) 可 知 ,只 有 当 el = ez 时 ,才能 使 得 Pi =0。 
这 表明 ,垂直 极 化 波 斜 人 射 到 两 种 非 磁 性 媒质 分 界面 上 时 ,不 会 产生 全 透射 现 
象 。 所 以 ,一 个 任意 极 化 的 电磁 波 , 当 它 以 布 儒 斯 特 角 人 射 到 两 种 非 磁性 媒质 分 
界面 上 时 , 它 的 平行 极 化 分 量 全 部 透射 ,反射 波 中 就 只 剩 下 了 垂直 极 化 分 量 ,起 
到 了 一 种 极 化 滤波 的 作用 。 因 此 , 布 儒 斯 特 角 也 称 为 极 化 角 。 


0 = arcsin 


均匀 平面 波 对 理想 导体 表面 的 斜 入 射 同样 可 分 为 垂直 极 化 波 和 平行 极 化 波 . 
两 种 情况 进行 讨论 。 
6.4.1 垂直 极 化 波 对 理想 导体 表面 的 斜 人 射 


如 图 6.4.1 所 示 ,媒质 1 为 无 损耗 介质 ,媒质 2 为 理想 导体 。 对 于 理想 导 
体 , 72 =0, 利用 前 面 得 到 的 垂直 极 化 波 人 射 的 非 涅 尔 公 式 (6.3.22) 和 式 
(6.3.23) ,可 得 
T= Ts Ci 0 
和 人 射流 的 电场 和 磁场 
E; 三 eBEne itzsin 0.+ zcos 0.) (6.4.1) 
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TO 
H; = (~ ercos 0; + e,sin 0;) ji jk (zsin Ot zc08 0:) 


2 : 


a I 
图 6.4.1 垂直 极 化 波 对 理想 导体 平面 的 斜 和 人 射 
反射 波 的 电场 和 磁场 
五 eyEme «(sin 0i-zcos 0i) 
En —jk{( zsin 0.—zcos 0.) 
H, = (—-e,cos 0; — e,sin 0;) 大 j 
媒质 1 中 的 合成 波 的 电场 和 磁场 为 
Ei 过 E:; 十 五 : 
二 一 e,j2Ensin( kzcos 0;)e js”sin 0. 
H! =[— ercos 0;cos(kzcos 0i) 一 


Em jprsin 0. 


2 
esjsin 0;sin( kzcos 0;)] 


由 此 可 见 ,垂直 极 化 波 斜 人 射 到 理想 导体 表面 时 ,有 如 下 特点 : 


@ 合成 波 沿 平行 于 分 界面 的 方向 ( 即 z 方向 ) 传 播 ,其 相 速 为 


ww Up 


v = : 
pH 7 沟 sin 0; 


ix 


(6.4.2) 


(6.4.3) 


(6.4.4) 


(6.4.5) 


(6.4.6) 


@) 合成 波 振 幅 在 垂直 于 导体 表面 的 方向 ( 即 = 方向 ) 上 呈 驻 波 分 布 ,而 且 合 


成 波 电 场 在 之 三 一 0 Us 
@ 合成 波 是 非 均 匀 平 面 波 ; 


@ 在 合成 波 的 传播 方向 ( 即 z 方向) 上 不 存在 电场 分 量 , 但 存在 磁场 分 量 ， 
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故 称 这 种 电磁 波 为 横 电 波 ,简称 TE 波 。 

例 6.4.1 一 角 频 率 为 w 的 均匀 平面 波 由 空气 向 理想 导体 斜 人 射 , 人 射 角 
为 6 ,电场 矢量 垂直 于 入 射 面 。 求 :(1) 导体 表面 上 的 感应 电流 密度 ; (2) 合成 
波 在 空气 中 的 平均 坡 印 廷 矢量 。 

解 : (1) 设 z=0 为 理想 导体 表面 ,入 射 波 电场 为 


E, = eyEme 这 (= bi 十 zcos 0.) 


式 中 E, 为 人 射 波幅 值 ,k= w yyoeo 为 人 射 波 的 波 数 。 
由 式 (6.4.2) 和 式 (6.4.4), 有 


En 

H; = (一 ev cos 0; 十 esin 0;) 二 m @™jk(zsin 0i+ zcos 9) 
10 

、 En —jk(xsin 0.~ zcos 9.) 

H., = (一 ez-cos 0; 一 e-Sin 0i) 2 9 
0 


空气 中 合成 波 的 磁场 为 


HI! H:; 十 HH, 
在 z=0 处 | 
2 Sy 
Hi = (H;+ H,)|,.-o0 = 一 ev: eos Qe jkzsin 4 
0 
所 以 导体 表面 上 的 感应 电流 密度 为 
Js=exE6il =(-e)x(-e) 2mecos Of jp asino, 
?0 
= oy 5 cos Oie™ jizsin 6 
(2) 由 式 (6.4.3) ,有 
E, A eEs @-jk(zsin 0.—zcos 9) 
故 合成 波 在 空气 中 的 平均 坡 印 廷 矢量 为 
S,,= FRelE, XH = SRe[(E + E.)x(H;+ H,)’] 
2 
= ev -一 "sin Osin’ (kzcos 0;) 
0 


6.4.2 平行 极 化 波 对 理想 导体 表面 的 斜 人 身 


如 图 6.4.2 所 示 , 利 用 前 面 得 到 的 平行 极 化 波 入 射 的 菲 涅 尔 公式 (6.3.34) 
和 式 (6.3.35) ,可 得 
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| 


0 SS 


图 6.4.2 平行 极 化 波 对 理想 导体 平面 的 斜 人 射 


Ty=1, r™y=0 


入 射 波 的 电场 和 磁场 
H:; = @, — me-jk( zsin b+ zcos 0.) (6.4 .7) 
7 
E; = (ecos 0; — essin 0;) Ene i*(xsin Oitzeos 0 (6.4.8) 
反射 波 的 电场 和 磁场 
De 
五， e, ee 0.— zcos 0.) (6.4.9) 
FE. < (一 ezCOSs 0; 2 esin 0,) Ee ik(xsin 0:~ zcos 0.) (6.4.10) 


媒质 1 中 的 合成 波 场 量 


Hi = H:+ H,= e,y2 ee 0;)e jersin 6 (6.4.11) 
E! =— [esjcos Osin( kzcos 0;) + essin Oicos(kzcos 0;,)]2Ene isn 
(6.4.12) 


由 此 可 见 , 平 行 极 化 波 斜 人 射 到 理想 导体 表面 时 ,有 如 下 特点 : 
@ 合成 波 沿 平行 于 分 界面 的 方向 ( 即 x 方向) 传播 ,其 相 速 为 


ww Op 
zz 一 一 三 一 
ki: sin 0; 


@ 合成 波 的 振幅 在 垂直 于 导体 表面 的 方向 ( 即 z 方向 ) 上 呈 驻 波 分 布 ,而且 


合成 波 磁 场 在 z= -二 (n=0,1,2,…) 处 达到 最 大 值 ; 
cos 0: 
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@ 合成 波 是 非 均匀 平面 波 ; 

@ 在 波 的 传播 方向 ( 即 z 方向) 上 不 存在 磁场 分 量 , 但 存在 电场 分 量 , 故 称 
这 种 电磁 波 为 模 磁 波 , 简 称 TM 波 。 

例 6.4.2 已 知 空气 中 磁场 强度 为 H;= -eye "z+ 中 A/m 的 均匀 平面 
波 ,向 位 于 zx=0 处 的 理想 导体 斜 人 射 。 求 :(1) 入 射 角 ;(2) 人 射 波 电场 ;(3) 反 
射 波 电场 和 磁场 ;(4) 合成 波 的 电场 和 磁场 ;(5) 导体 表面 上 的 感应 电流 密度 和 
电荷 密度 。 

解 : (1) 由 题 意 可 知 ,is = kis 二 V2x, 所 以 


Ki = ekir + e 次 iz = (ez + e-) V2r， k= |ki| = 2 


故 入 射 角 为 
kiz 


0; = nae 二 
(2) 人 射流 电 场 为 
E;= nH;x ei = oH, x ki= (- e+ e.) 3 人 
(3) 反射 波 矢 量 为 
1 = eic — eis = (ex — ez)V2r 
故 反 射 波 磁场 和 电场 分 别 为 
H, = -everMEn(z-a 


DH, x Kk = (es + e) 


E. = mH x er = LD-Wir(e-) 
/3 


(4) 合成 波 的 电场 和 磁场 分 别 为 
E!: = E;+ EE, 


=[es (er - err) + 0 (er + e Hs)] 了 


=[e jsin(V2rz) + ecos(V2rz)]120V2rxe-M2rz 
HH = Hi+ H.=-— ey(eMm | ey2cos(V2rz)e Ir 


(5) 导体 表面 上 的 感应 电流 密度 和 电荷 密度 分 别 为 


Js = es, Xx Hi|,.o0= (~ e,) Xx (— Oe = 一 e .2e-iy2rrz 


ps 二 E06€n " Ei|,-o 一 一 E08z， E: | i 120 V2neove Ma 
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思 考题 


6.1 试 述 反 射 系数 和 透射 系数 的 定义 ,它们 之 间 存 在 什么 关系 ? 

6.2 什么 是 驻 波 ? 它 与 行 波 有 何 区 别 ? 

6.3 均匀 平面 波 垂直 人 射 到 两 种 理想 媒质 分 界面 时 ,在 什么 情况 下 ,反射 系数 大 于 0? 
在 什么 情况 下 ,反射 系数 小 于 0? 

6.4 均匀 平面 波 向 理想 导体 表面 垂直 人 射 时 ,理想 导体 外 面 的 合成 波 具 有 什么 特点 ? 

6.5 均匀 平面 波 垂直 人 射 到 两 种 理想 媒质 分 界面 时 ,在 什么 情况 下 ,分 界面 上 的 合成 波 
电场 为 最 大 值 ? 在 什么 情况 下 ,分 界面 上 的 合成 波 电场 为 最 小 值 ? 

6.6 一 个 右 旋 圆 极 化 波 垂直 人 射 到 两 种 媒质 分 界面 上 ,其 反射 波 是 什么 极 化 波 ? 

6.7 试 述 驻 波 比 的 定义 , 它 与 反射 系数 之 间 有 什么 关系 ? 

6.8 什么 是 波 阻抗 ? 在 什么 情况 下 波 阻 抗 等 于 媒质 的 本 征 阻 抗 ? 

6.9 什么 是 相位 匹配 条 件 ? 

6.10 什么 是 反射 定律 和 折射 定律 ? 

6.11 什么 是 入 射 平面 ? 什么 是 垂直 极 化 人 射 波 ? 什么 是 平行 极 化 人 射 波 ? 

6.12 什么 是 全 反射 现象 ? 在 什么 情况 下 会 发 生 全 反射 现象 ? 如 何 计算 全 反射 的 临界 


6.13 发 生 全 反射 时 ,透射 媒质 中 是 否 存在 电磁 波 ? 其 特性 是 什么 ? 

6.14 什么 是 全 透射 现象 ? 在 什么 情况 下 会 发 生 全 透射 现象 ? 如 何 计算 布 儒 斯 特 角 ? 

6.15 什么 是 表面 波 ? 在 什么 情况 下 均匀 平面 波 透 过 媒质 分 界面 后 会 成 为 表面 波 ? 

6.16 圆 极 化 波 以 布 儒 斯 特 角 人 射 到 两 种 非 磁 性 媒质 分 界面 上 时 ,其 反射 波 和 透射 波 分 
别 是 什么 极 化 波 ? 

6.17 平行 极 化 波 斜 人 射 到 理想 导体 表面 上 时 ,理想 导体 外 面 的 合成 波 具有 什么 特点 ? 
6.18 垂直 极 化 波 斜 人 射 到 理想 导体 表面 上 时 ,理想 导体 外 面 的 合成 波 具 有 什么 特点 ? 
习 题 

6.1 有 一 频率 为 100 MHz 沿 y 方向 极 化 的 均匀 平面 波 从 空气 (zx<0 区 域 ) 中 垂直 人 射 
到 位 于 x=0 的 理想 导体 板 上 。 设 人 射 波 电场 E; 的 振幅 为 10 V/m, 试 求 :(1) 人 射 波 电场 互 ; 
和 磁场 H; 的 复 矢 量 ;(2) 反射 波 电场 E, 和 磁场 H, 的 复 矢 量 ;(3) 合成 波 电场 1 和 磁场 HI 
的 复 矢 量 ;(4) 距离 导体 平面 最 近 的 合成 波 电 场 Ei 为 0 的 位 置 ;(5) 距离 导体 平面 最 近 的 合 
成 波 磁场 Hi 为 0 的 位 置 。 

6.2 一 均匀 平面 波 沿 + z 方向 传播 ,其 电场 强度 矢量 为 

E = ez100sin(wt - Bze) + e,200cos(wt - Bz) V/m 

(1) 应 用 麦克 斯 韦 方程 求 相伴 的 磁场 百 ; 

(2) 车 在 波 传播 方向 上 z=0 处 ,放置 一 无 限 大 的 理想 导体 板 , 求 z<0 区 域 中 的 El 和 
Hi; 

(3) 求 理 想 导 体 板 表 面 的 电流 密度 。 
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6.3 均匀 平面 波 的 频率 为 16 GHz, 在 聚 茶 乙 烯 (ol =0、e, =2.55、pw=1) 中 沿 e. 方向 
传播 ,在 z=0.82 cm 处 遇 到 理想 导体 , 试 求 : 

(1) 电场 =0 的 位 置 ; 

(2) 育 茶 乙烯 中 EF, 和 日 ,的 比值 。 

6.4 均匀 平面 波 的 电场 振幅 为 E;, =100 V/m, 从 空气 中 垂直 和 人 射 到 无 损耗 媒质 平面 上 
(媒质 的 cs =0、ew =4、po =1), 求 反射 波 与 透射 波 的 电场 振幅 。 

6.5 设 有 一 电磁 波 ,其 电场 沿 xz 方向、 频率 为 1 GHz、 振 幅 
为 100 V/m、 初 相位 为 0, 垂直 入 射 到 一 无 损耗 媒质 表面 ,如 图 
题 6.5 所 示 。 一 ~ | 

(1) 求 每 一 区 域 中 的 波 阻 抗 和 传播 常数 ; | 

(2) 分 别 求 两 区 域 中 的 电场 、 磁 场 的 瞬时 形式 。 

6.6 均匀 平面 波 从 媒质 1 人 射 到 与 媒质 2 的 平面 分 界面 
上 ,已 知 c= os =0\wi = =pm。 求 使 人 射 波 的 平均 功率 的 oe 


10% 被 反射 时 的 认 的 什 。 

6.7 入 射 波 电场 E; = e,10cos(3x X10 一 10xz)Vim, 从 
空气 (z<0 区域) 中 垂直 人 人 射 到 z=0 的 分 界面 上 ,在 z>0 区域 中 pr,=1l\e.=4=0。 求 > 
>0 区 域 的 电场 E, 和 磁场 H,。 

6.8 已 知 z<0 区 域 中 媒质 1 的 o,=0、en =4、pn =1,z>0 区 域 中 媒质 2 的 o, =0、 
en 二 10、yw = 4, 角 频率 w=5X10” rad/s 的 均匀 平面 波 从 媒质 1 垂直 人 射 到 分 界面 上 。 设 人 
射 波 是 沿 z 轴 方 向 的 线 极 化 波 , 在 :=0、z=0 时 人 射 波 电场 振幅 为 2.4 Vim。 试 求 : 

(1) 6 和 p,; 

(2) 反射 系数 卫 ; 

(3) 媒质 1 的 电场 El (zt); 

(4) 媒质 2 的 电场 E,(z,z); 

(5) z=5 ns 时 ,媒质 1 中 的 磁场 H,( 一 1,:) 的 值 。 

6.9 一 圆 极 化 波 自 空气 中 垂直 和 人 射 于 一 介质 板 上 ,介质 板 的 本 征 阻 抗 为 7%,。 入 射 波 电 
场 为 =E,(e, + e,j)e ie, 求 反射 波 与 透射 波 的 电场 ,它们 的 极 化 情况 如 何 ? 

6.10 证 明 : 均匀 平面 波 从 本 征 阻抗 为 7i 的 无 耗 媒质 垂直 人 射 至 另 一 种 本 征 阻 抗 为 y， 
的 无 耗 媒质 的 平面 上 ,两 种 媒质 中 功率 密度 的 时 间 平均 值 相等 。 

6.11 均匀 平面 波 垂直 人 射 到 两 种 无 损耗 电介质 分 界面 上 , 当 反 射 系数 与 透射 系数 的 大 
小 相等 时 ,其 驻 波 比 等 于 多 少 ? 

6.12 均匀 平面 波 从 空气 垂直 人 射 到 某 电 介质 平面 时 ,空气 中 的 驻 波 比 为 2.7, 介 质 平 
面 上 为 驻 波 电场 最 小 点 , 求 电 介质 的 介 电 常数 。 

6.13 均匀 平面 波 从 空气 中 垂直 和 人 射 到 理想 电介质 (es = eveo\ ps=1lso=0) 表 面 上 。 测 
得 空气 中 驻 波 比 为 2, 电 场 振 幅 最 大 值 相距 1.0 m, 且 第 一 个 最 大 值 距离 介质 表面 0.5 m。 试 
确定 电介质 的 相对 介 电 常数 s,。 


图 题 6.5 


256 第 6 章 均 勾 平面 波 的 反射 与 透射 


6.14 zx<0 的 区 域 1 和 zx>0 的 区 域 2 都 是 理想 电介质 ,频率 f=3x10? Hz 的 均匀 平面 
波 沿 e, 方向 传播 ,在 两 种 电介质 中 的 波长 分 别 为 1 =5 cm 和 Xs,=3 cm。(1) 计算 入 射 波 能 
量 被 反射 的 百分比 ;(2) 计算 区 域 1 中 的 驻 波 比 。 

6.15 频率 f=20 MHz 的 均匀 平面 波 由 空气 中 垂直 人 射 到 海平 面 上 ,已 知 海水 的 s,= 
81、 ws=1l\o=4 S/m。 试 确定 人 射 功率 被 海平 面 反射 的 百分比 。 

6.16 均匀 平面 波 的 电场 强度 为 E; = e,10e iiz ,该 波 从 空中 垂直 人 射 到 es.=2.5、 损 耗 
角 正 切 为 0.5 的 导电 媒质 表面 上 ,如 图 题 6.16 所 示 。 

人 工 


图 题 6.16 

(1) 求 反 射 波 和 透射 波 的 电场 与 磁场 的 瞬时 表达 式 ; 

(2) 求 空 气 中 及 损耗 媒质 中 的 时 间 平 均 坡 印 廷 矢量 。 

6.17 >z<0 为 自由 空间 ,z>0 的 区 域 中 为 导电 媒质 (e=20 pF/m、y=5 pHAm 及 = 
0.004 Sm)。 均 匀 平 面 波 垂直 人 射 到 分 界面 上 ,Ei.=100e “1*cos(108z 一 Biz) V/m。 试 求 : 

(1)a 和 Bi; 

(2) 分 界面 上 的 反射 系数 卫 ; 

(3) 反射 波 电 场 EE,,; 

(4) 透射 波 电场 Eu。 

6.18 在 自由 空间 (<0) 中 沿 + z 方向 传播 的 均匀 平面 村 
波 ,垂直 人 射 到 = = 0 处 的 导体 平面 上 。 导 体 的 电导 率 = Re 
61.7 MS/m、y:=1。 自 由 空间 电磁 波 的 频率 f=1.5 MHz、 电 
场 振幅 为 1 V/m。 在 分 界面 (z=0) 处 ,E 由 下 式 给 出 

E(0,1) = e,sin 2xf 

对 于 xz>0 的 区 域 , 求 H,(z,:)。 

6.19 ”如 图 题 6.19 所 示 ,z>0 区 域 的 媒质 的 介 电 常数 为 
s2 ,在 此 媒质 前 置 有 厚度 为 4d、 介 电 常 数 为 el 的 介质 板 。 对 于 


一 个 从 左面 垂直 入 射 来 的 TEM 波 , 证 明 当 en= Vaz.d= ”图 题 6.19 


A 出 空间 的 ; : 
人 
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6.20 ”均匀 平面 波 从 空气 中 垂直 人 射 到 厚度 d= 各 m 的 聚 丙烯 (ea =2.25、pa = 1、o2 
=0) 平 板 上 。(1) 计算 入 射 波 能 量 被 反射 的 百分比 ;(2) 计算 空气 中 的 驻 波 比 。 

6.21 最 简单 的 天 线 畦 是 单 层 介质 板 。 若 已 知 介质 板 的 介 电 常数 se=2.8so ,试问 介质 
板 的 厚度 应 为 多 少 方 可 使 频率 为 3 GHz 的 电磁 波 垂直 和 人 射 到 介质 板 面 时 没有 反射 ? 当 频 率 
分 别 为 3.1 GHz 及 2.9 GHz 时 ,反射 增 大 多 少 ? 

6,22 图 题 6.22 所 示 为 隐身 飞机 的 原理 示意 图 。 在 表示 机 身 的 理想 导体 表面 覆盖 一 层 
厚度 d3 = 13/4 的 理想 介质 膜 ,又 在 介质 膜 上 涂 一 层 厚度 为 d; 的 良 导 体 材料 。 试 确定 消除 
电磁 波 从 良 导体 表面 上 反射 的 条 件 。 


中 


(1) 


图 题 6.22 

6.23 均匀 平面 波 从 空气 中 以 30" 的 人 射 角 进 入 折射 率 为 wz = 2 的 玻璃 中 , 试 分 别 就 下 
列 两 种 情况 计算 入 射 波 能 量 被 反射 的 百分比 : 

(1) 人 射 波 为 垂直 极 化 波 ; 

(2) 和 人 射 波 为 平行 极 化 波 。 

6.24 垂直 极 化 的 均匀 平面 波 从 水 下 以 人 射 角 6;= 20" 投 射 到 水 与 空气 的 分 界面 上 ,已 
知 淡水 的 e,=81、y.=1、o=0。 试 求 : 

(1) 临界 角 ; 

(2) 反射 系数 与 透射 系数 ; 

(3) 波 在 空气 中 传播 一 个 波长 的 距离 的 衰减 量 (以 dB 表示 )。 

6.25 均匀 平面 波 从 j= jove = 4eo 的 理想 电介质 中 斜 人 射 到 与 空气 的 分 界面 上 。 试 
求 :(1) 希望 在 分 界面 上 产生 全 反射 ,应 该 采取 多 大 的 人 射 角 ;(2) 若 人 射 波 是 圆 极 化 波 , 而 
只 希望 反射 波 成 为 单一 的 直线 极 化 波 ,应 以 什么 人 射 角 和 人 射 ? 

6.26 频率 f=300 kHz 的 均匀 平面 波 从 媒质 1(pi = po\el=4soci=0) 斜 人 射 到 媒质 
2(pa = pez=so\o=0)。(1) 若 人 射 波 是 垂直 极 化 波 , 人 射 角 6i= 60" ,试问 在 空气 中 的 透 
射 波 的 传播 方向 如 何 ? 相 速 是 多 少 ? (2) 若 人 射 波 是 圆 极 化 波 , 且 人 射 角 9;= 60" ,试问 反射 
波 是 什么 极 化 波 ? 

6.27 一 垂直 极 化 波 从 水 中 以 45" 角 人 射 到 水 和 空气 的 分 界面 上 , 设 水 的 参数 为 :w = 
pose=8leo\c=0。 若 :=0、x=0 时 ,和 人 射 波 电场 Em=1 V/m, 试 求 空气 中 的 电场 值 :(1) 在 
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分 界面 上 ;(2) 离 分 界面 个 处 。 


6.28 一 个 线 极 化 均匀 平面 波 从 自由 空间 斜 人 射 到 cl =0、en =4、pn =1 的 理想 介质 分 
界面 上 ,如 果 人 射 波 的 电场 与 人 射 面 的 夹 钊 为 45"。 试 求 : 

(1) 入 射 角 6i 为 何 值 时 ,反射 波 为 垂直 极 化 波 ? 

(2) 此 时 反射 波 的 平均 功率 是 和 人 射 波 的 百 分 之 几 ? 

6.29 有 一 正弦 均匀 平面 波 由 空气 侨 人 射 到 位 于 z=0 的 理想 导体 平面 上 ,其 电场 强度 
的 复数 形式 为 也 i(z,z)= e,l0e i(6x+8z) V/m。 试 求 : 

(1) 入 射 波 的 频率 f 与 波长 4; 

(2) E:(z,z,t) 和 H(z,z,i) 的 瞬时 表达 式 。 

(3) 入 射 角 bi; 

(4) 反射 波 的 E,(z,z) 和 H,(z,z); 

(5) 总 场 的 Ei1(z,z) 和 Hi(xz,z)。 

6.30 频率 f= 100 MHz 的 平行 极 化 正弦 均匀 平面 波 , 在 空气 (>z<0 的 区 域 ) 中 以 人 射 
角 0:=60°" 斜 人 射 到 z=0 处 的 理想 导体 表面 。 设 人 射 波 磁 场 的 振幅 为 0.1 A/m、 方 向 为 y 方 
向 ,如 图 题 6.30 所 示 。 
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图 题 6.30 
(1) 求 出 入 射 波 、 反 射 波 的 电场 和 磁场 表达 式 ; 
(2) 求 理想 导体 表面 上 的 感应 电流 和 电荷 密度 ; 
(3) 求 空气 中 的 平均 功率 密度 。 
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号 行 电磁 波 


前 面 我 们 讨论 了 电磁 波 在 无 界 空间 的 传播 以 及 电磁 波 对 平面 分 界面 的 反射 
与 透射 现象 。 在 这 一 章 中 我 们 将 讨论 电磁 波 在 有 界 空间 的 传播 , 即 导 波 系统 中 
的 电磁 波 。 所 谓 导 波 系统 ,是 指引 导电 磁 波 沿 一 定 方向 传播 的 装置 ,被 引导 的 电 
磁 波 称 为 导 行 波 。 常 见 的 导 波 系统 有 规则 金属 波导 (如 和 拢 形 波导 、 圆 波导 )、 传 输 
线 (如 平行 双 线 、 同 轴线 ) 和 表面 波 波导 (如 微 带 线 ) ,图 7.0.1 给 出 了 一 些 常见 的 
导 波 系统 。 


ZN 


(a) 矩形 波导 (b) 圆柱 形 波导 


(d) 双 线 传输 线 (e) 微 带 线 
图 7.0.1 常见 的 几 种 导 波 系统 


导 波 系统 中 电磁 波 的 传输 问题 属于 电磁 场 边 值 问 题 , 即 在 给 定 边界 条 件 下 
解 电磁 波动 方程 ,这 时 我 们 可 以 得 到 导 波 系统 中 的 电磁 场 分 布 和 电磁 波 的 传播 
特性 。 在 这 一 章 中 ,将 用 该 方法 讨论 矩形 波导 、 圆 波导 和 同 轴线 中 的 电磁 波 传播 
问题 以 及 谐振 腔 中 的 场 分 布 及 相关 参数 。 然 而 , 当 边 界 比较 复杂 时 ,用 这 种 方 
法 得 到 解析 解 就 很 困难 。 如 果 是 双 导 体 ( 或 多 导体 ) 导 波 系 统 且 传播 的 电磁 波 
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频率 不 太 高 ,就 可 以 引入 分 布 参数 ,用 “电路 "中 的 电压 和 电流 等 效 前 面 波导 中 的 
电场 和 磁场 ,这 种 方法 称 为 “等 效 传输 线 ? 法 。 这 一 章 我 们 还 将 用 该 方法 讨论 平 
行 双 线 和 同 轴线 中 波 的 传播 特性 。 


任意 截面 的 均匀 导 波 系统 如 图 7.1.1 所 示 。 为 讨论 简单 又 不 失 一 般 性 ,可 
作 如 下 假设 : 

@ 波导 的 横 截面 沿 z 方向 是 均匀 的 , 即 导 波 
内 的 电场 和 磁场 分 布 只 与 坐标 z、y 有 关 , 与 坐标 
z 无 关 ; 

@ 构成 波导 壁 的 导体 是 理想 导体 , 即 = co 

@ 波导 内 填充 的 媒质 为 理想 媒质 , 即 c=0， 3 
且 各 向 同性 ; 2 

@ 所 讨论 的 区 域内 没有 源 分 布 , 即 p=0,J = C4 


0;. 
@ 波导 内 的 电磁 场 是 时 谐 场 , 角 频率 为 w。 图 7.1.1 任意 截面 的 均匀 波导 
设 波导 中 电磁 波 沿 +z 方 向 传播 ,对 于 角 频 

率 为 w 的 时 谐 场 ,由 假设 条 件 由 和 四 可 将 其 电磁 场 量 表示 为 

E(xz,y,z) = E(xz,y)e ”, 
H(z,y,z) = H(z,y)e ” (7.1.1) 

式 中 y 称 为 传播 常数 ,表征 导 波 系统 中 电磁 场 的 传播 特性 。E(z,y)、H(zx,y) 

为 导 波 系统 中 的 场 分 布 。 而 我 们 将 进行 的 工作 就 是 在 不 同 导 波 系统 的 边界 条 件 

下 求解 麦克 斯 韦 方程 组 ,得 到 传播 常数 y 和 相应 的 场 分 布 E(z,y)、H(z,y)。 

由 假设 条 件 @@ ,讨论 区 域内 没有 源 分 布 , 则 波导 内 的 电磁 场 满足 的 麦克 斯 韦 

方程 为 

VxE=-jwH (7.1.2) 
Vx H = jwekE (7.1.3) 


将 以 上 二 式 在 直角 坐标 系 中 展开 ,并 考虑 式 (7.1.1) 可 得 到 x、y、z 三 个 分 量 的 


9F, | 
aFE 
二 之 7 五 。 这 jouH, (7.1.4b) 
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es i 
dx ay 、 jwopH; 
aH, 
2 + YH, = jwek, 
aH, 
2 YH,;, = jweE 
9 
.dy = jwek, 
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(7.1.4c) 


(7.1.4d) 


(7.1.4e) 


(7.1.4f) 


以 上 6 个 方程 经 过 简单 运算 可 将 波导 中 的 横向 场 分 量 E,、E,、H,、H, 用 两 


个 纵向 场 分 量 EE, 和 互 。 来 表示 ,得 


Hy = | 9H, . | 
三 
各 和 点 (7 | 
1 9 了 上 -。 of, 
EBs: a 7 本 Ce 
FE =- 雪 | aF 3 | 
y 有 2 7 ay a 2 


式 中 
有 2 = y+k? k= ww WA 


(7.1.5a) 


(7.1.5b) 


(7.1.5c) 


(7.1.5d) 


式 (7.1.5a) 一 式 (7.1.5d) 为 均匀 导 波 系统 中 纵向 场 分 量 与 横向 场 分 量 的 关 
系 式 。 由 该 关系 式 可 知 ,波导 中 的 横向 场 分 量 可 由 纵向 场 分 量 确定 。 我 们 还 可 
以 根据 纵向 场 分 量 已 。 和 五。 的 存在 与 否 ,对 波导 中 传播 的 电磁 波 进行 如 下 分 


类 。 


OD 横 电 磁 波 又 称 为 TEM 波 ,这 种 波 既 无 E, 分 量 又 无 有 H, 分 量 ; 


@ 横 磁 波 又 称 为 TM 波 , 这 种 波 包 含 了 非 零 的 E, 分 量 , 但 H,=0; 
Q@ 横 电 波 又 称 为 TE 波 ,这 种 波 包 含 了 非 零 的 五. 分 量 ,但 E, =0。 


7.1.1 TEM 波 


对 于 了 TEM 波 ,因为 下 =0 和 已 =0, 所 以 ,除非 惰 =7y2+A=0, 和 否则 由 式 


(7.1.5a) 一 式 (7.1.5d) 只 能 得 到 零 解 。 因 此 ,对 于 TEM 波 有 


Yiem + 有 = 
从 而 可 得 到 波导 中 的 TEM 波 的 传播 特性 : 
传播 常数 


(7.1.6) 
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7 = Yrem = jk 三 jw Yemn 


相 速 度 
1 

vp 二 
波 阻抗 

E -一 

Zrev = 新 = 过 = =7 (7.1.7) 

电场 与 磁场 的 关系 

= Ze X 五 (7.1.8) 


从 以 上 的 分 析 可 知 , 导 波 系统 中 的 TEM 波 的 传播 特性 与 无 界 空间 中 的 均 
匀 平 面 波 的 传播 特性 相同 。 

另外 , 单 导体 波导 不 能 支持 TEM 波 。 这 是 因为 假如 在 波导 内 存在 TEM 
波 ,由 于 磁场 只 有 横向 分 量 , 则 磁力 线 应 在 横向 平面 内 闭合 ,这 时 就 要 求 在 波导 
内 存在 纵向 的 传导 电流 或 位 移 电 流 。 但 是 ,因为 是 单 导体 波导 ,其 内 没有 纵向 传 
导电 流 。 又 因为 TEM 波 的 纵向 电场 E, =0, 所 以 也 没有 纵向 的 位 移 电 流 。 


7.1.2 TM 波 和 TE 波 


1. 横 磁 波 (TM 波 ) 
在 传播 方向 上 没有 磁场 分 量 , 即 态 , =0。 故 由 式 (7.1.S$a) 一 式 (7.1.5d) 得 
到 TM 波 的 纵向 场 分 量 与 横向 场 分 量 关 系 


;oF 
_ WE -一 = 
H- = 起 gy (7.1.9a) 
oaF a 
H, > (7.1.9b) 
aF, 
站 = 一 记 az (7.1.9c) 
_ 79F, 
9 (7.1.9d) 
同样 ,可 以 定义 TM 波 的 波 阻 抗 ,并 由 式 (7.1.9a) 一 式 (7.1.9d) 得 
E 
Zim= = (7.1.10) 
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TM 波 电 场 和 磁场 的 关系 为 
H= -exE (7.1.11) 
M 


2. 横 电 波 (TIE 波 ) 
在 传播 方向 上 没有 电场 分 量 , 即 E- =0。 故 由 式 (7.1.5a) 一 式 (7.1.5d) 得 
TE 波 的 纵向 场 分 量 与 横向 场 分 量 关系 


__ 79, 
本 2 (7.1.12a) 
7 aH, 1 
H,=- i ay (7.1.12b) 
3 万 
__ jeu © 
E, = 本 (7.1.12c) 
;,,, 9H 
_ jop Hz 
0 (7.1.12d) 
TE 波 的 波 阻抗 
FE » 
ZE (CY 
i 7 
TE 波 电场 和 磁场 的 关系 为 
E =- Zre(e: Xx H) (7.1.14) 


对 于 TM 波 和 TE 波 ,因为 EE, 关 0 或 昌 , 关 0, 所 以 有 =7y*+? 关 0, 因 此 TM 
波 和 TE 的 传播 常数 


y=/k-& (7.1.15) 
式 中 &, 称 为 截止 波 数 ,其 值 由 波导 的 形状 、 大 小 和 传播 的 波 型 决定 。 而 传播 常 
数 y 的 值 决定 了 TM 波 和 TE 波 的 传播 特性 。 
金属 空 芯 波导 内 可 以 存在 TM 波 和 TE 波 , 它 们 的 传播 特性 由 传播 常数 y 
的 取 值 范围 确定 ,由 式 (7.1.15) 可 知 ,y 的 取 值 范围 由 截止 波 数 &. 决定。 不同 
形状 、 不 同 大 小 的 波导 其 截止 波 数 &. 的 表示 不 同 , 而 同一 个 波导 中 ,如 果 传 播 的 
波 的 类 型 不 同 ,其 截止 波 数 &。 也 不 同 ,我 们 将 在 后 面具 体 波导 的 分 析 中 进一步 
讨论 这 个 问题 。 
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图 7.2.1 所 示 的 符 形 波导 , 宽 边 尺 寸 为 ce , 窄 边 尺寸 为 5。 波导 内 填充 介 电 
参数 为 s、Aw 的 理想 媒质 ,波导 壁 为 理想 导体 。 
由 于 矩形 波导 是 单 导体 波导 , 故 不 能 传输 TEM 
波 。 下 面 讨论 和 矩形 波导 中 TM 波 和 TE 波 的 场 
分 布 以 及 它们 在 波导 中 的 传播 特性 。 


7.2.1 矩形 波导 中 的 场 分 布 
1. 矩形 波导 中 TM 波 的 场 分 布 
对 于 TM 波 , 因 为 日 ,=0, 由 式 (7.1.9a)~ 
式 (7.1.9d) 可 知 ,波导 内 的 电磁 场 量 由 E, 确定 。 在 给 定 的 矩形 波导 中 ,EF, 满 
足下 面 的 波动 方程 和 边界 条 件 : 
FE2 9F2 93FE? 


图 7.2.1 和 矩形 波导 


Bg + k*E,.=0 
E,|,-o0 =0, El,-。=0 (7.2.1) 
E,|,:0 = 0, E.|,:,。= 0 
由 均匀 导 波 系统 的 假设 ， 
E(x,y,z) = 下 (zyy)e ” (7.2.2) 
将 其 代入 式 (7.2.1) ,得 
2 a2 
| |E.(z,3) = 0 (7.2.3) 
其 中 & = 2 二 2, 称 为 截止 波 数 。 
该 方程 可 利用 分 离 变量 法 求解 。 设 其 解 为 : 
E(x,y) = f(x)g(y) (7.2.4) 
将 式 (7.2.4) 代 入 式 (7.2.3) ,然后 等 式 两 边 同 除 以 f(z)g(y) ,得 
Ef te + (7.2.5) 


flz) dz 8g(Cy) dy 
式 (7.2.5) 中 左边 仅 为 zx 的 函数 ,等 式 右边 仅 为 y 的 函数 ,要 使 其 相等 ,必须 各 
等 于 常数 。 于 是 ,由 式 (7.2.5) 可 分 离 出 两 个 常 微 分 方程 


EA + F(x) =0 他 
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2 
ey 


k2 + ks = ke 


式 (7.2.6a) 的 通 解 为 


f(x) = Asinksr + Beos kz 


对 于 图 7.2.1 所 示 的 矩形 波导 ,由 于 在 x=0 和 z=a 的 边界 上 ,EE,(z) 满 足 


El|sad = 0， Es =0 


于 是 将 式 (7.2.9) 代 入 式 (7.2.8) 得 


TT 
名 有 


f(z) = Asin 


同 理 ,得 式 (7.2.6b) 的 通 解 


g(y) = Csinkyy + Deos kyy 


由 边界 条 件 


k= (n= 1,2,3,.… 


2 b 
nn 


g(y) = Csin py 


所 以 ,得 到 和 矩形 波导 中 TM 波 的 纵向 场 分 量 


E(x,y,2) = E(xz,y)e ”= Eusin| 2 jsin| 芭 


式 中 下 。= AC 由 激励 源 强度 决定 。 
由 式 (7.2.7) 得 截止 波 数 


) 
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(7.2.6b) 


(7.2.7) 


(7.2.8) 


(7.2.9) 


(7.2.10) 


(7.2.11) 


i 


(7.2.13) 


(7.2.14) 


(7.2.15) 


(7.2.16) 


2 2 
k. = /y+ hk?*= / 有 + ks = | | (7:2.17) 


利用 式 (7.1.9a) 一 式 (7.1.9d) 可 求 得 TM 波 的 其 它 模 向 场 分 量 


FE,(zr,y,z) =— ee ee (7.2.18a) 
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\ 
E,(Zz,y,z) 三 一 po i En (7.2.18b) 


de (jensin( SN jeos[ je (7.2.18e) 


H,(zx,y,zx) Se Se cos| 2 sn 人 人 (7.2.18d) 
2. 矩形 波导 中 TE 波 的 场 分 布 
对 于 TE 波 ,波导 内 的 电磁 场 量 由 日 , 确定 ,在 给 定 的 矩形 波导 中 , 瑟 , 满足 
下 面 的 波动 方程 和 边界 条 件 : 
V2H, + kr?H,=0 


aH, | 2 

ar -70° ’? dx ze (7.2.19) 
aH, aH, 

Gy y=0 二 0 ， 4 一 0 


仿照 前 面 对 TM 的 讨论 ,可 以 得 到 TE 波 的 纵向 场 分 量 
H(zxz,y)= HH ncos| 2 z jos 到 | Re (7.2.20) 


(n 0,1,2,.…) 
式 中 五 。 由 激励 源 强度 决定 。 
截止 波 数 


= V7 + =Vk+thy = 守 )1 oe ae Ab, 
利用 式 (7.1.12a) 一 式 (7.1.12d) 可 求 得 TE 波 的 其 它 模 向 场 分 量 


E(x,y,z) = A 让 i cos | es z jsin( le 732223) 


E,(zx,y,z) =— | i el (7.2.22b) 


H(zx,y,z) = | i jo (Pe (7.2.22c) 


H(zx,y,z) = 人 (7.2.22d) 


对 于 矩形 波导 中 的 TM 波 和 TE 波 有 下 面 的 结论 

Q@ m 和 7? 有 不 同 的 取 值 ,对 应 于 m 、n 的 每 一 种 组 合 即 为 一 种 可 能 的 传播 
模式 ;TM 或 TE , 称 为 TM, 模 或 TE,, 模 ; 

名 不 同 的 模式 对 应 不 同 的 截止 波 数 &,,,; 
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@ 由 于 相同 的 m、n 组 合 ,TM, 模 和 TE 模 的 截止 波 数 4 相同 ,这 种 
情况 称 为 模式 的 简 并 ; 

@ 对 于 TE, 模 ,其 m 和 n 可 以 为 0( 但 不 能 同时 为 0); 而 对 于 TM, 模 ,其 
m 和 n 都 不 能 为 0, 故 不 存在 TMo0, 和 Mo 模 。 


7.2.2 和 矩形 波导 中 波 的 传播 特性 
矩形 波导 中 的 TM 波 和 TE 波 的 场 量 均 可 表示 为 
E(r,y,z) = 五 (zy)e ”, H(z,y,z) = H(z,y)e ”* (7.2.23) 
其 中 
y=Vk: -k= hk: — wpe (7.2.24) 
称 为 传播 常数 ,矩形 波导 中 TM 波 和 TE 波 的 传播 特性 与 其 取 值 范围 有 关 。 
@ 当 传播 常数 y 为 实数 , 即 &.>& 时 , 式 (7.2.23) 表 示 衰 减 的 场 分 布 。 甜 
形 波导 中 不 能 传播 相应 模式 的 波 。 此 时 


-pe 0 
相应 的 相位 常数 8 波导 波长 1。 不 存在 ,而 波 阻抗 ZTE、Zrw 为 纯 虚数 。 


@ 当 传 播 常数 y 为 虚数 , 即 &.<& 时 , 式 (7.2.23) 表 示 沿 正 z 方向 传播 的 
波 。 此 时 


y =IVE Re (~ (至 ) =ip 07.2.26) 
由 此 可 得 相位 常数 
B= hk a (| (至) (7.227) 
波导 波长 (波导 中 相位 变化 2r 时 波 传播 的 距离 ) 


27x 2 
ee 
相 速 度 
vp= 半 = 一 2 (7.2.29) 


波 阻 抗 
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E, 7 _8B 
ZIM HH a (7.2.30) 
ZiE Co (7.2.31) 
H, 7 B 


图 当 传 播 常数 7 为 零 , 即 .=& 时 ,这 是 临界 情况 ,矩形 波导 中 也 不 能 传播 
相应 模式 的 波 。 此 时 


y=Vk -k= Vk wpe=0 (7.2.32) 
则 z 
k =k。 
即 波 数 与 截止 波 数 相等 , 令 
k= k= we pe 
式 中 
2 2 
本 和 5 [es | (7.2.33) 


A : 
ee Ee 2 (7.2.34) 


截止 波长 为 


是 要 二 27 2 


由 以 上 讨论 可 得 出 结论 : 
ww k。 
当 工作 频率 f= 座 一 一 /二 大 于 堆 上 上 频率 了 .= es 
波导 中 可 以 传播 相应 TM, 模 和 TE 模式 的 电磁 波 ; 当 工作 频率 /小 于 或 等 于 
截止 频率 ., 即 &<k。 ee TMs 模 和 TE 模式 的 电磁 波 。 


将 引入 的 截止 频率 人 = 2 = 代入 式 (7.2.26)~ 式 (7.2.31) 可 把 相 


应 的 传播 特性 参数 用 截止 频率 f. 表 
传播 常数 


”=jp = 2 要 ( 蔚 ) [至 ) 二 加 i 


, 即 之 k。 时 ， 


vr 
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相位 常数 


Ra 克 (2 (至 ) = 4 1- (#) (7.2.37) 


波导 波长 
_ 2 图 2 区 本 A 
有 
(7.2.38) 
式 中 A= 了 空间 中 的 波长 。 
相 速 度 
Vp 有 i (于 ) - (至 ) 
二 a > (7.2.39) 
| 
式 中 = 了 为 无 界 空 空间 中 的 相 速 度 。 
波 阻 抗 
7 = 和 = ny./1- 回 ] (7.2.40) 
Zrr = ee = 2 = 二 (7.2.41) 
f 


例 7.2.1 (1) 写 出 边 长 为 a 和 2 的 矩形 波导 中 TMi1 模 场 量 的 瞬时 表达 
式 ;(2) 求 其 截止 频率 波导 波长 ,. 相 速度 及 波 阻 抗 ;(3) 画 出 zy 平面 和 yz 平面 
的 电力 线 和 磁力 线 。 

解 : (1) 将 式 (7.2.16) 和 式 (7.2.18a) 一 式 (7.2.18d) 的 复数 表示 乘 以 e”， 
并 将 y =jB 代入 ,然后 取 其 实 部 ,并 令 m = n=1, 可 得 TMi1 模 的 瞬时 场 表 示 


oe 2 ss eos Ex Jsn( By sinCat = 

(7 

re 人 z jeos( By jam(w < 
(7.2.42b) 
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E(x,y,z;t) = Ensin| x |sin( Fy jeos(wt ~ pe) (7.2.42c) 


we fx . {x nT \. 
H,(x,y,z;t) = 一 络 ( 玉 jwsin( Ez joos (By Jsin( wt - Be) 


(7.2.42d) 
H(zx,y,z;t) =— 玫 (E Encos( Bx )sin( By jsn(w 一 pz) 
(7.2.42e) 
H(z,y,z;t)=0 (7.2.42f) 
式 中 
Er 
(2) 截止 波长 | 
Wi 和 = 2 
EE 
截止 频率 
/ ‘m+ 
波导 波长 
A B z 二 2 2 
J 
相 速 度 
Vpll 二 a a (a) 
波 阻 抗 
: zw- m1-(#) 
(3) 场 图 


如 图 7.2.2 所 示 。 
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了 
a x 


(a ) TM1x-y 平面 的 电磁 场 分 布 (b ) TM1y-z 平 面 的 电磁 场 分 布 


图 7.2.2 和 矩形 波导 中 TMi1 模 的 场 线 

例 7.2.2 在 尺寸 为 aX5=22.86Xx10.16 mm 的 矩形 波导 中 ,传输 TEio 
模 , 工 作 频 率 10 GHz。 

(1) 求 截止 波长 波导 波长 Ag 和 波 阻 抗 ZTE ji 

(2) 若 波导 的 宽 边 尺寸 增 大 一 倍 , 上 述 参数 如 何 变化 ? 还 能 传输 什么 模式 ? . 

(3) 若 波导 的 窗 边 尺寸 增 大 一 倍 , 上 述 参 数 如 何 变化 ? 还 能 传输 什么 模式 ? 

解 : 截止 波长 4 波导 波长 Mg 和 波 阻抗 Zre 可 由 相应 的 公式 直接 求解 。 
当 波 导 尺 寸 发 生变 化 ,相应 模式 的 截止 波长 (截止 频率 ) 将 发 生变 化 ,从 而 导致 参 
数 。)g、ZrE ， 的 变化 。 由 于 模式 的 截止 波长 (截止 频率 ) 发 生 了 变化 ,而 工作 频 


率 不 变 ， 至 使 流 呈 中风 个 不 朋 作 答 的 模式 成 为 加 及 传输 的 模式 (或 波 守 中 原本 可 
以 传输 的 模式 变 为 不 能 传输 的 模式 )。 
(1) Au0=24=2X22.86 mm 


Se Ee 
“ww 2a i 2 x 22.26 x 10-3 
2 
(A J i 3.97 x 10? m 
元 何 下 EE 
10 x 10° 
_ 70 -377 
LTE = Fa 7 0.755 Q = 499.30 
f 


(2) 当 za =24=2xX22.86 mm=45.72 mm 时 
(Ace)TE， = 2a = 91.44 mm 


(For =- 本 x 6.56 x 10? Hz = 3.28 x 10? Hz 


» 2a Vuoeo 2 


A =2 
(Ma)TE = 一 一 人 m= 3.176xX 10 一 mm 


A) 
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其 二 70 a 377 
le V0.892 
N f 


0 = 399.2 0 


此 时 
(AcjTe 二 a” 3 45.72 mm 


(Ace)TE， = Cy = 30.48 mm 


而 工作 波长 A=30 mm, 可 见 , 此 时 能 传输 的 模式 为 TE1o \TE2o \TE206 
(3) 当 &b6 =26=2x10.16 mm=20.32 mm 时 
(Ace)TE， = 2a = 43.72 mm 


1 9 
(fre, = 7 = 6.56 x 10” Hz 
i 8 
(As)re ， = 0 > = 3.97 x 10? m 
| 
a Va = 499.30 


此 时 
(Ace)TrE， 一 227 一 40.64 mm 


2 2 


(As)TE ,TM™, = TT i = 5 3 = 30.4 mm 
加 be Poa . 局 
而 工作 波长 A=30 mm, 可 见 ,此 时 能 传输 的 模式 为 TE1o ~、TEo: TE \ 工 Mil 。 
7.2.3 和 矩形 波导 中 的 主 模 


1. 矩形 波导 的 主 模 
当 工 作 频 率 和 波导 尺寸 给 定 后 ,矩形 波导 中 可 以 传播 的 电磁 波 模式 满足 条 
. 件 /> f.。 在 矩形 波导 的 众多 传播 模式 当中 ,有 一 个 截止 频率 最 低 的 模式 。 因 


为 
.= 2) + 人 (7.2.43) 


车 矩形 波导 的 宽 边 为 a , 罕 边 为 5, 则 TEio 模 的 截止 频率 最 低 , 称 为 矩形 波导 中 
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的 主 模 。 其 传播 特性 参数 为 


(&e)re ， = (| (7.2.44) 
a ee 
(fo)7E, = 2a VE (7.2.45) 
(Ac)TE， = 2a (7.2.46) 
元 2 . 
CB), = ozpe - 图 (7.2.47) 
由 式 (7.2.20) 和 式 (7.2.22a) 一 式 (7.2.22d) ,可 得 TEio 的 场 分 量 
H(z,y)= HH ncos( Ex | jj 惨 (7.2.48a) 
om gl ele (7.2.48b) 
H(zx,y) = len nsin [三 =) -和 应 (7.2.48c) 
E(z,y) = H(z,y)E.(z,y)=0 (7.2.48d) 
瞬 式 值 表达 式 为 
H(zx,y,z,t) = es x jeos( et 一 Bz) (7.2.49a) 


E,(x,y,z%,t) = SH usin| Tx Jsin( on 一 Bz) (7.2.49b) 


H(zx,y,z,t) = A Hoasin( Ex sin( ot 一 pz) (7.2.49c) 
E(xz,y,z,t) = E(x,y,z,t) = H(zx,y,z,t) = 0 (7.2.49d) 


根据 式 (7.2.49a) 一 式 (7.2.49f) 可 画 出 上 = 0 时 ,zy、yz 和 zxz 平面 TEio 模 
的 场 图 ,如 图 7.2.3 所 示 。 

当 波 导 中 存在 电磁 波 时 ,由 于 磁场 的 感应 ,在 波导 内 壁 上 会 产生 感应 面 电 
流 , 即 波导 的 传导 电流 。 设 波导 壁 由 理想 导体 构成 ,因此 ,该 电流 为 面 分 布 , 称 为 
管 壁 电 流 。 管 壁 电 流 由 磁场 产生 ,所 以 它 的 分 布 取 决 于 传播 波 型 的 磁场 分 布 。 
由 理想 导体 表面 的 边界 条 件 可 知 ,分 布 于 波导 壁 上 的 管 壁 电 流 密度 J 为 

Js = enxXH 

式 中 ev 为 管 壁面 的 外 法 线 方向 单位 矢量 , 了 是 管 壁 内 侧面 上 的 磁场 强度 。 将 
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(c) TEw 波 的 立体 电磁 场 分 布 


图 7.2.3 TEio 模 的 场 图 
TEn 模 磁场 的 各 分 量 代 人 上 式 就 可 得 到 矩形 波导 中 传播 TElo 模 时 的 管 壁 电流 
分 布 ( 设 z=0) 
Js|:=0 =e: XH =- eH,|,-0 =— eyHacos Bz 
Js|,-s =- e: XH =- eH,|,-, = eHacos Bz = Js|,-o 
Js|,-o =ey X H =- exH,|y-0 - eH |y=0 
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n . /x \. 
= esHacos( Ex Jeos 和 一 eHusin( Tr |sinpe 
a nt a 
Js [Sag =— Js | 


根据 以 上 计算 结果 ,将 波导 内 壁 的 电流 分 布 绘 于 图 7.2.4 中 。 


图 7.2.4 和 矩形 波导 中 TEio 模 的 管 壁 电流 

研究 波导 的 管 壁 电流 分 布 的 实际 意义 在 于 :在 实际 应 用 中 ,波导 与 波导 之 间 
往往 需要 进行 连接 ,在 连接 处 应 尽 可 能 保证 管 壁 电流 畅通 , 才 不 至 于 引起 波导 内 
电磁 波 的 反射 。 而 在 测量 波导 的 传播 特性 时 ,又 往往 需要 在 波导 壁 上 开 权 ,这 些 
槽 口 应 尽 可 能 不 破坏 管 壁 电流 ,否则 会 引起 波导 内 电磁 场 的 改变 ,测量 失去 意 
义 , 因 而 这 些 槽 口 的 位 置 应 开 在 不 切断 管 壁 电 流 的 地 方 。 根 据 以 上 对 TEio 模 管 
壁 电流 的 分 析 ,并 结合 图 7.2.4, 当 波导 中 传播 TEio 模 时 ,在 波导 宽 边 壁 中 央 
(z=a/2) 处 纵向 开 槽 ,将 不 会 切断 管 壁 电流 ,如 图 7.2.5 所 示 。 但 在 另 一 种 情 
况 下 , 若 需 从 一 个 波导 中 耦合 出 一 定 能 量 激 励 另 一 个 波导 时 ,或 将 波导 开口 作为 
天 线 使 用 时 , 则 应 把 柳 开 在 最 大 限度 切断 管 壁 电流 的 位 置 , 如 图 7.2.6 所 示 。 


史 


图 7.2.5 波导 管 壁 中 央 开 材 图 7.2.6 波导 管 壁 开 档 切 断 
用 作 测量 线 示意 图 管 壁 电 流 示意 图 
2. 单 模 传输 


由 有 的 表达 式 可 知 , 在 矩形 波导 中 ,TM 和 TE, 的 截止 波长 相同 ,这 种 
情况 称 为 “ 简 并 ”。 例 如 ,TEi1 和 人 TMi 就 是 简 并 模 。 对 于 不 同 的 模式 ,相应 的 截 
止 波长 也 不 同 。 为 便于 比较 ,对 给 定 尺 寸 a。 和 6(a >26) 的 矩形 波导 , 取 不 同 的 
m 和 x 即 可 由 式 (7.2.35) 计 算出 各 模式 的 截止 波长 (4。),, 之 值 ,并 以 (24.) 的 
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长 短 为 序 在 同一 坐标 轴 上 绘 出 截止 波长 分 布 图 ,如 图 7.2.7 所 示 。 通 常 把 这 种 
各 模式 的 截止 波长 分 布 图 称 为 模式 分 布 图 。 截 止 波长 最 长 的 模式 即 为 前 面 讨论 


单 模 区 


| 
多 模 区 


截止 区 


图 7.2.7 和 矩形 波导 中 的 模式 分 布 图 
QO 截止 区 : 为 =2a 一 co。 由 于 (Ae)re ,是 矩形 波导 中 能 出 现 的 最 长 截止 
”波长 ,因此 , 当 工 作 波 长 * 宇 24 时 ,电磁 波 就 不 能 在 波导 中 传播 ,所 以 该 区 称 为 
截止 区 。 . 
@) 单 模 区 : 为 4 = a 一 2a。 在 这 一 区 域 只 有 一 个 TEio 模 出 现 ,车工 作 波长 
在 a<<A<2a, 就 只 能 传输 TEio 模 ,其 它 模 式 都 处 于 截止 状态 ,这 种 情况 称 为 单 
模 传输 ,因此 该 区 称 为 单 模 区 。 在 使 用 波导 传输 能 量 时 ,通常 要 求 工 作 在 单 模 状 


研 

@ 多 模 区 : 为 1=0 一 a。 若 工作 波长 在 1<a, 则 波导 中 至 少 会 出 现 两 种 
以 上 的 波 型 , 故 该 区 称 为 多 模 区 。 

因此 ,为 保证 在 矩形 波导 中 只 有 TEio 模 单 模 传输 ,在 波导 尺寸 给 定 的 情况 
下 ,选择 电磁 波 的 工作 波长 人 应 满足 
Bo | 
- 20 
一 般 取 b= (0.4~0.5)a。 

_ 例 7.2.3 有 一 内 充 空气 ,截面 尺寸 为 a xX 5(5<a<25) 的 矩形 波导 ,以 主 
模 工作 在 3 GHz。 若 要 求 工作 频率 至 少 高 于 主 模 截止 频率 的 20% 和 至 少 低 于 
次 高 模 截 止 频 率 的 20% 。(1) 给 出 尺寸 c 和 2 的 设计 ;(2) 根据 设计 的 尺寸 , 计 
算 在 工作 频率 时 的 波导 波长 和 波 阻 抗 。 

解 : (1) 根据 单 模 传输 的 条 件 ,工作 波 长 大 于 主 模 的 截止 波长 而 小 于 次 高 
模 的 截止 波长 。 对 于 4x5(5 < a<25) 的 和 矩形 波导 ,其 主 模 为 TEio, 相 应 的 截 
止 波长 (4.)i0=2a。 当 波导 尺寸 a<22 时 ,其 次 高 模 为 TEo1 模 ,相应 的 截止 波 
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长 (4c)ol =26。 
a | 


由 题 意 
3 x 10° — (f.)io (fo)or—3x10° 
之 20% ,一 一 于 一 一 一 一 之 20% 
(f.)i0 2 (fe)o ! " 
解 得 


a 宇 0.06m, 5 三 0.04m 且 4a<26 


(2) 在 取 a =7 cm,b=4 cm, 此 时 


a 2.14 GHz 
Le 
| 
1 (# = 0.7 
f 
相 速 度 
8 
a 2 m/s = 4.29 x 108 m/s 
本 
波导 波长 
8 
人 m = 14.3 cm 
波 阻 抗 
Zre, = 2 = 0 = 538.6 0 
sl 
» 


“7.2.4 矩形 波导 中 的 传输 功率 
根据 坡 印 廷 定理 ,波导 中 某 个 波 型 的 传输 功率 为 


a rb 
= 3Re| (Ex H*).dS = Re| | (E. Xx Hr ). edzxdy 
2 S 2 0 .0 


a fb . FZ fa b 
=- 声 上 jazay = 二 | 本 Pazay (7.2.50) 
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式 中 ,2 为 该 波 型 的 波 阻 抗 。 
若 和 矩形 波导 中 传输 的 电磁 波 模式 为 TEio 模 , 则 相应 的 传输 功率 为 


1 I 2 | ; ab 2 
= FE2sin2| 工 |dzdy = E2? 7.2.51 
2 pe Va ee 


根据 式 (7.2.48) 得 到 的 TEio 波 场 分 量 ,上 式 中 E。 “eH 是 E, 分 量 在 波导 
宽 边 中 心 处 的 振幅 值 。 于 是 波导 中 传输 TEio 模 时 的 功率 容量 为 


过 ab 


Ppr Et, (7.2.52) 


式 中 Et 为 击 穿 电场 幅 值 。 若 波导 以 空气 填充 ,因为 空气 的 击 穿 场 强 为 30 kV/em， 
改 空气 填充 的 矩形 波导 的 功率 容量 为 
A 名 


P，= 0.6ab a MW (7.2.53) 


可 见 , 波 导 尺 寸 越 大 ,频率 越 高 ,功率 容量 就 越 大 。 然 而 ,实际 上 不 能 采用 极 
限 功 率 传输 ,因为 波导 中 还 可 能 存在 反射 波 和 局 部 电场 不 均匀 等 问题 。 一 般 取 
容许 功率 为 | 


/i 工 ; 


除 矩 形 波 导 外 ,圆柱 形 波 导 也 是 应 用 较 多 的 一 种 导 波 系统 ,其 形状 如 图 
7.3.1 所 示 。 波 导 的 半径 为 a ,波导 内 填充 电 参 数 为 。 和 的 完 纯 媒 质 ,波导 管 
壁 由 理想 导体 构成 。 设 电磁 波 沿 + = 方向 传播 ,波导 内 的 电磁 场 为 时 谐 场 ,其 角 
频率 为 w ,波导 内 电磁 场 的 复数 形式 为 


E(o,$,z) = E(o,$)e *, 
H(o,$,z) = H(p,$)e * (7.3.1) 
将 麦克 斯 韦 方程 


VxH = jwekE 


VxE=- jwunH 


在 圆柱 坐标 系 中 展开 得 图 7.3.1 圆柱 形 波导 


7.3 ”圆柱 形 波导 


1 9H. 9Hs 
ER jweE, 
3 二 3 = jweEsy 
了 四 = jweExz 
二 了 = jwpH, 
了 = — jwpls 
地 (epEs) 一 > 5 = jwuH, 


同样 ,可 用 两 个 纵向 场 分 量 E, 和 开 , 来 表示 其 余 场 分 量 


2 y+R\ ap lp 39 
= 二 | 
人 3 
ee je 2 
re y+p\Up 38 人 
1 oF y 9H 

H. | A 之 


7.3.1 圆柱 形 波导 中 的 场 分 布 
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(7.3.2a) 
(7.3.2b) 
(7.3.2c) 
(7.3.3a) 
(7.3.3b) 


(7.3.3c) 


(7.3.4) 
(7.3.5) 
(7.3.6) 


(7.3.7) 


由 于 圆柱 形 波导 是 单 导体 波导 ,其 中 不 能 传播 TEM 波 , 只 能 传播 TM 波 和 
TE 波 。 求解 圆柱 形 波 导 内 TM 波 和 TE 波 的 场 量 分 布 方法 与 求 矩形 波导 内 场 
量 分 布 的 方法 类 做 ,不 同 的 是 应 采用 圆柱 坐标 系 。 


1. 圆柱 形 波导 中 TM 波 的 场 分 布 


对 于 TM 波 , 互 .=0, 下 .满足 的 方程 和 边界 条 件 为 


en + k*E,.=0 


Bila = 


在 圆柱 坐标 系 下 ,以 上 方程 应 为 


(7.3.8) 
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2 


| 2 i 
Bp op tn dp ee k°E,.=0 (7.3.9) 
考虑 FE,(p,$,z)= E(p,$)e ”, 则 式 (7.3.9) 变 为 
HE, 1 3E。 1 0E, 
rs: 3 + keE, = 0 (7.3.10) 
” 式 中 
ki2= 7 +k (7.3.11) 
应 用 分 离 变 量 法 解 得 
cos( ms$) 
E,.(p,$) = BJ (ep)| (7.3.12) 
sin(m$) 


式 中 J 为 m 阶 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 ,E, 由 激励 源 强 度 决 定 。 
将 式 (7.3.11) 代 人 式 (7.3.4) 一 式 (7.3.7) ,并 考虑 到 y=j8, 可 得 到 圆柱 形 
波导 中 TM 波 的 场 分 量 为 


cos( mg$) 

E,.(p,$) = snCeo 人 (7.3.13a) 
SIN\m 
cos( zz 多) 

E,(p,$) -- 代 jz (7.3.13b) 

/mp sin( ms$) 
| (7.3.13c) 
i (7.3.13d) 
了 二 BE, (7.3.13e) 
H.=0 (7.3.13f) 


由 边界 条 件 E. |。_。=0 可 得 截止 波 数 
was 


a 


(R= (7.3.14) 


式 中 ps 为 m 阶 贝 塞 尔 函 数 的 第 ” 个 零点 。 将 上 式 代入 式 (7.3.13a) 一 式 
(7.3.131) , 则 得 圆柱 形 波导 中 的 TM。 模 场 分 布 。 表 7.3.1 给 出 了 pw 的 前 几 
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表 7.3.1 Jn(p) =0 的 根 Pmn 


2. 圆柱 形 波导 中 TE 波 的 场 分 布 
对 于 TE 波 ,E, =0,HH, 满足 的 方程 和 边界 条 件 为 


aH, 


加 + k*H,=0 


pee 0 
与 讨论 TM 波 类 似 , 可 得 到 圆柱 形 波导 中 TE 波 的 场 分 量 
cos(m$) 
H,(p,$) = Ha tee)| (7.3.15a) 
sin( mg$) 
-站 ， We 
H,(p,$) = 一 HJ, (CReo) (7.3.15b) 
2 ik pe ten 
mB 0 _ 
Hy(p,$) = Hun (ko)A (7.3.15c) 
ee 20 [ -cos(7zzg)] 
> gH (7.3.15d) 
Es =- 8H, (7.3.15e) 
E,.=0 (7.3.15f) 
aH, , 
由 边界 条 件 元 |,-。=0 可 得 截止 波 数 
(Re) ww。 = Dm (7.3.16) 


a 


式 中 p 和 为 (kca)=0 的 根 。 将 上 式 代入 式 (7.3.15a) 一 式 (7.3.151) , 则 得 到 
圆柱 形 波导 中 的 TEw 模 场 分 布 。 表 7.3.2 给 出 了 pp; 的 前 几 个 值 。 
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表 7.3.2 (pp)=0 的 根 ps 


m n=1 n=2 n=3 n=4 
0 3.832 7.016 10.174 13.324 
| Se 
1 1.841 5.332 8.536 11.706 
2 3.054 6.705 9.965 13.107 
一 = | 
3 4.201 8.015 11.344 


7.3.2 圆柱 形 波 导 中 波 的 传播 特性 


与 矩形 波导 相同 ,圆柱 形 波导 中 TM;, 模 和 TE,, 模 的 传播 特性 由 相应 的 传 
播 常数 y 确定 ,而 传播 常数 7 、 波 数 & 及 截止 波 数 & 三 者 满足 关系 &2 = 7? + ?2。 
对 于 给 定 尺 寸 ( 半 径 a) 的 圆柱 形 波导 ,TM, 模 和 TE,,, 模 的 截止 波 数 &. 分 别 由 
式 (7.3.14) 和 式 (7.3.16) 确 定 , 相 应 的 截止 频率 


a 7.3.17 
A 2xV HE . 
截止 波长 
2x 
A. 二 二 (7.3.18) 


当 电 磁 波 的 工作 频率 上 大 于 相应 模式 的 截止 频率 f.( 或 工作 波长 4 小 于 相 
应 模式 的 截止 波长 4.) 时 ,波导 中 就 可 以 传播 该 模式 的 电磁 波 。 相 应 的 传播 特性 


参数 如 下 : 
相位 常数 
B=Vo pe -ke =k,/1- (#) (7.3.19) 
相 速 度 
vo = = (7.3.20) 
| 
波导 波长 
Rs Ci 
a 
f 
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_E_ _ Es_ fe 
ZIT™ 二 Hs 一 H, 7 1 (#) (7.3.22) 
_E__E_ 7 
ZTE = tt a (7.3.23) 
人 
f 


与 矩形 波导 一 样 ,我 们 也 可 以 根据 模式 截止 波长 的 大 小 , 绘 出 圆柱 形 波 导 中 
截止 波长 的 分 布 图 ,如 图 7.3.2 所 示 。 


图 7.3.2 圆柱 形 波导 中 的 模式 分 布 图 


从 以 上 的 分 析 可 以 看 出 : 

@ 圆柱 形 波导 中 存在 无 穷 多 个 可 能 的 传播 模式 一 一 TM,,, 模 和 TE,。 模 ; 

@ 圆柱 形 波 导 中 最 低 截 止 频率 模式 是 TEL 模 ,其 截止 波长 为 3.41a , 它 是 
圆柱 形 波导 中 的 主 模 ; 

@) 圆柱 形 波导 中 存在 模式 的 双重 简 并 : 

其 一 : 不 同 模式 具有 相同 的 截止 波长 。 例 如 , (2.)te = (4。)tw ,因此 
TE, 模 和 工 Mi, 模 存在 模式 简 并 现象 ,这 种 简 并 称 为 下 - 互 简 并 ,这 和 和 拢 形 波导 
中 的 模式 简 并 相同 。 

其 二 : 从 TE 波 和 TM 波 的 场 分 量 表示 式 可 知 , 当 m 关 0 时 ,对 于 同一 个 
TM, 模 或 TE,,, 模 都 有 两 个 场 结构 ,它们 与 坐标 $ 的 关系 分 别 为 sin m$ 和 
cos mg ,这 种 简 并 称 为 极 化 简 并 ,是 圆柱 形 波导 中 特有 的 。 


7.3.3 圆柱 形 波导 中 的 三 种 典型 模式 


TEi 模 、TEol 模 和 TMol 模 是 圆柱 形 波 导 中 的 三 种 典型 模式 ,它们 的 截止 波 
长 分 别 为 
(Me, = 3.412 6a, (Xo)Ty, = 2.612 7a, (ho)rg = 1.639 8a 
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1. 主 模 

TEi1 模 具有 最 长 的 截止 波长 ,是 圆 波导 中 的 主 模 ,其 场 分 布 如 图 7.3.3 所 
示 。 由 于 存在 极 化 简 并 ,难于 实现 单 模 传输 。 而 且 圆 波导 中 TE 的 单 模 工作 频 
带宽 度 比 矩形 波导 中 TEio 模 的 单 模 工作 频带 宽度 窄 ,因此 一 般 圆 波导 不 用 于 
中 、 远 距离 传输 电磁 能 量 。 然 而 ,在 一 些 特殊 情况 下 ,例如 ,在 传输 圆 极 化 波 时 ， 
采用 圆 波导 中 的 TEi 模 就 比较 方便 。 由 于 圆 波 导 中 的 TEi 模 的 场 分 布 与 矩形 
波导 中 的 TEio 的 场 分 布 类 似 ,因此 容易 实现 从 矩形 波导 到 国 波导 的 变换 。 


一 一 一 一 一 一 一 ~ 一 一 一 一 一 一 一 ~ “一 一 -一 一 一 一 ~ 


/~ 


必 一 一 一 一 一 一 一 RE 人 


图 7.3.3 圆 波导 中 的 TEN 模 


2. 圆 对 称 模 

TMol 模 是 圆 波导 中 的 第 一 个 高 次 模 , 不 存在 极 化 简 并 , 也 不 存在 瓦 - 互 简 
并 ,其 场 分 布 具 有 轴 对 称 性 ,如 图 7.3.4 所 示 。TMol 模 的 这 一 特点 适合 于 用 作 
天 线 机 械 扫描 装置 中 的 旋转 关节 的 工作 模式 ,但 由 于 TMol 模 不 是 圆 波导 中 的 主 
模 , 故 在 使 用 过 程 中 应 设法 抑制 主 模 TEi1 。 


图 7.3.4 圆 波 导 中 TMoi 模 的 场 分 布 


3. 低 损耗 模 

TEu 也 是 轴 对 称 模 , 不 存在 极 化 简 并 ,但 与 TMii 存 在 巨 - 互 简 并 ,是 圆 波 
导 中 的 高 次 模 , 其 场 分 布 如 图 7.3.5 所 示 。 由 图 可 见 ,磁场 没有 ey 分 量 , 因 此 波 
导管 辟 电 流 无 纵向 分 量 。 于 是 当 传输 功率 一 定时 , 随 着 频率 的 增高 , 管 壁 的 热 损 
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耗 将 下 降 , 故 其 损耗 相对 于 其 它 模式 来 说 是 最 低 的 。TEo 模 的 这 一 特点 适合 于 
用 作 高 Q 值 谐振 腔 的 工作 模式 , 以 及 毫米 波 远 距 离 波 导 传 输 。 圆 波导 中 的 
TE0 模 是 目前 毫米 波 波导 传输 的 最 佳 模式 。 在 毫米 波 波 段 ,标准 圆 波导 TEo1 模 
的 衰减 为 矩形 波导 中 TEo 模 衰减 的 1/4 一 1/8。 目 前 圆 波导 中 的 TEo1 模 不 但 用 
于 通信 干线 中 ,也 用 于 电子 设备 的 连接 和 雷达 天 线 的 馈线 。 同 样 ,由 于 TEo! 模 
不 是 圆 波导 中 的 主 模 , 故 在 使 用 过 程 中 应 设法 抑制 其 它 模式 。 


东信 en 
作品 人 -AKC BVT A 
外 
2 


} 
区 
TTT PTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT 


图 7.3.5 圆 波导 中 TEo: 模 的 场 分 布 


例 7.3.1 一 空气 填充 的 圆柱 形 波导 中 的 TEo 模 ,已 知 4/4。=0.7, 工 作 频 
率 f=3 000 MHz, 求 波导 波长 。 
解 : 


| 2 
B= Vk -ke = we 1- (六 ] 
= 2xf Vuoeo V1-0.7 = 44.9 rad/m 


改 


2 2 
he 
例 7.3.2 一 空气 填充 的 圆柱 形 波 导 , 周 长 为 25.1 cm, 其 工作 频率 为 
3 GHz, 求 该 波导 内 可 能 传播 的 模式 。 


解 : 工作 波长 为 


m =10.14 m 


A=c/f= 10 cm 
截止 波长 大 于 工作 波长 (4。>>4) 的 模式 可 以 传播 。 
该 波导 的 半径 为 


TEI 模 的 截止 波长 为 
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AceTE， = 3.13a > 13.6 cm 


TEoi 模 和 TMi1 模 的 截止 波长 为 
4eTE， 三 4cTM， = 1.64a S26.56 cm 
TMol 模 的 截止 波长 为 
her = 2.624 ~ 10.48 cm 
TE21 模 的 截止 波长 为 
McTE, = 2.06a 六 8.24 cm 


其 余 模 式 的 截止 波长 都 小 于 10 cm, 所 以 该 圆柱 形 波导 中 可 能 传播 的 模式 
为 TE11 和 工 Mol 。 


同 办 波导 是 一 种 由 内 、 外 导体 构成 的 双 导 体 导 波 系统 ,也 称 为 同 轴线 ,其 形 

状 如 图 7.4.1 所 示 。 内 导体 半径 为 ce, 外 导 
体 的 内 半径 为 5, 内 外 导体 之 间 填 充电 参数 
为 sw 的 理想 介质 ,内 外 导体 为 理想 导体 。 
由 于 同 轴线 是 双 导 体 波 导 , 因 此 它 既 可 以 传 
播 TEM 波 ,也 可 以 传播 TE 波 、TM 波 。 设 
电磁 波 沿 + > 方向 传播 ,相应 的 场 为 时 谐 
场 ,波导 内 电磁 场 的 复数 形式 为 
E(p,$,z) = E(o,$)e”, 图 7.4.1 同 轴 波导 


H(p,$,z) = H(p,$)e * 


7.4.1 同 轴 波导 中 的 TEM 波 

同 轴 波 导 是 双 导 体 波 导 , 其 内 可 以 传播 TEM 波 。 对 于 TEM 波 , EE,=0， 
互 . =0 ,而 磁力 线 是 闭合 曲线 ,电场 和 磁场 都 在 横 截 面 内 , 即 H = eyHys,E = 
eoE,, 故 将 麦克 斯 韦 方 程 


VxH= jwekE 
VxXE=-]jwH 


在 圆柱 坐标 系 中 展开 ,得 


7.4 同 轴 波导 


YHs = jweb, 

1 9 

p 9p 

YE, = jwpls 

1 9 

o ap 

考虑 沿 + z 方向 的 传播 因子 e-”, 式 (7.4.1b) 的 解 为 

H 


Hi 
pp 


(pHs) = 0 


(pEs)=0 


将 式 (7.4.2) 代 人 式 (7.4.1a) ,得 


五 
E, 和 2 = 人 
] CE Jwe PP 


9 CF 
D4 4 > 


图 7.4.2 同 轴 波 导 中 TEM 模 的 场 分 布 
由 式 (7.1.6) 得 TEM 波 的 传播 常数 
三 YrEM = 这 = jw Vye = jp 


式 中 B=w Vpe 为 TEM 波 的 相位 常数 。 其 余 传 播 特性 参数 分 别 为 : 
相 速 度 


波 阻抗 
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(7.4.1a) 
(7.4.1b) 


(7.4.1c) 


(7.4.1d) 


(7.4.2) 


(7.4.3) 


(7.4.4) 


(7.4.5) 


(7.4.6) 
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从 以 上 的 分 析 可 知 ,TEM 波 是 无 色散 波 ,其 截止 波 数 &=V 7 +A 一 0, 即 
.= co。 因 此 , 同 轴 波 导 中 的 主 模 是 TEM 模 。 
同 轴 波 导 中 传输 TEM 模 时 ,其 传输 功率 为 


b 
et 


-站 | (E,. Hs )2rrdr = «IH 之 Me EH, |?*In 一 


了 也 六 (7.4.7) 


式 中 Eo = nH o 
由 式 (7.4.3) 可 知 , 同 轴 波 导 中 传播 TEM 模 时 ,在 >=a 处 电场 最 大 , 且 等 . 


H,, Hs, FE, 
i (7.4.8) 
E a a a 


若 假 设 该 处 的 电场 强度 | E, | 等 于 同 轴 波 导 中 所 填充 媒质 的 击 穿 电 场 强 度 E,， 
则 击 穿 时 有 |EE,| = 了 wa, 将 其 代入 式 (7.4.7) ,得 同 轴 波 导 传 输 TEM 模 时 的 功 
率 容 量 为 


区 站 


2F2 
P， = 2 也 


a 


(7.4.9) 


7.4.2 同 轴 波导 中 的 高 次 模 


在 实际 应 用 中 , 同 轴 波 导 都 是 以 TEM 模 ( 主 模 ) 方 式 工作 。 但 是 , 当 工 作 频 
率 过 高 时 ,在 同 轴 波导 中 还 将 出 现 一 系列 的 高 次 模 :TM 模 和 TE 模 。 同 轴 波 导 
中 的 TM 模 和 TE 模 的 分 析 方 法 与 圆柱 形 波导 中 TM 模 和 TE 模 的 分 析 方 法 相 
似 , 即 在 给 定 的 边界 条 件 下 求解 EE, 或 五 . 满足 的 波动 方程 ,从 而 可 以 得 到 同 轴 
波导 中 不 同 TM, 模 和 TE,,, 模 的 场 分 布 以 及 相应 模式 的 截止 波长 (4.)%。 
根据 计算 Wd TEN 和 TMoi 的 截止 波长 分 别 为 
(Ac)TE， TEA(b + a) 
(7.4.10) . 
(Ac)TM 2(b -a) 
于 是 , 同 轴 波 导 几 个 较 低 阶 的 模式 分 布 如 图 7.4.3 所 示 。 
为 保证 同 轴 波 导 在 给 定 工作 频带 内 只 传输 TEM 模 , 就 必须 使 工作 波长 大 
于 第 一 个 次 高 模 一 一 TE 模 的 截止 波长 , 即 
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ZN 


O 2(b—a) (b+a) 


图 7.4.3” 同 轴 波 导 中 的 模式 分 布 图 


EN 
Amin 之 (Ac)TE， nA(b+a),a+b Re 
A 


(7.4.11) 
该 式 给 出 了 a +b 的 取 值 范围 ,要 最 终 确 定 尺 寸 ,还 必须 确定 六 的 值 。 我 们 可 以 
根据 实际 需要 选择 该 值 的 大 小 。 例 如 , 当 要 求 功率 容量 最 大 时 选择 六 =1.65 , 当 


要 求 传输 损耗 最 小 时 选择 =3.59, 当 要 求 耐 压 最 高 时 选择 了 =2.72。 


在 UHF 波段 (300 MHz~3 GHz) 以 及 更 高 的 频段 ,制造 一 般 的 集中 参数 元 
件 非常 困难 。 这 是 由 于 电路 的 几何 尺寸 与 工作 波长 相 比拟 ,从 而 使 其 成 为 一 个 
辐射 源 ,干扰 其 它 的 电路 与 系统 。 谐 振 腔 则 是 一 种 适用 于 UHF 以 及 更 高 频率 
的 谐振 元 件 , 它 是 用 金属 导体 壁 完全 密闭 的 空 腔 , 可 以 将 电磁 波 全 部 约束 在 空 腔 
内 ,同时 其 整个 大 面积 的 金属 表面 又 为 电流 提供 通路 。 谐 振 腔 具有 固定 的 谐振 - 
频率 和 很 高 的 Q 值 (品质 因素 )。 本 节 将 讨论 矩形 谐振 腔 的 性 质 。 

一 段 长 度 为 7 的 矩形 波导 ,两 端 用 金属 板 把 它 封闭 起 来 就 构成 了 和 矩形 谐振 
腔 , 如 图 7.5.1 所 示 。 

因为 TM 模 和 .TE 模 都 能 存在 于 和 矩形 波 
导 内 ,所 以 ,TM 模 和 TE 模 也 同样 可 以 存在 于 
矩形 谐振 腔 中 。 由 于 谐振 腔 内 不 存在 惟一 的 
纵 方 向 (传播 方向 ) ,因此 ,TM 模 和 TE 模 的 名 
称 不 惟一 。 

假设 x 轴 为 参考 的 “传播 方向 "。 由 于 在 
z=0 和 z= 1 处 存在 导体 壁 ,电磁 波 将 在 其 间 
来 回 反射 形成 驻 波 ,所 以 在 空 腔 内 不 可 能 有 波 图 7.5.1 矩形 谐振 腔 
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的 传播 。 
1. TM,wp 模 
在 矩形 波导 中 , 沿 + x 方向 传播 的 TM, 模 的 场 分 量 为 
E(x,y,z) = Ensin i (je (7.5. 1a) 
下 (zyvy,z) = 一 (Jeneos (Bs ja (人 (7.5.1b) 
E(x,y,z) re (2 joos (加 je Some) 
H(zx,y,z) = (evi (2 je (Se Coa 


H,(x,y,z) 一 一 ee (2 jsin (又 ip (7.5.1e) 


H(zx,y,z)=0 (7.5.1f) 


该 模式 的 电磁 波 被 位 于 z =/ 处 的 端面 反射 ,然后 沿 - z 方向 传播 ,相应 的 
行 波 因子 为 e 上 ,这 时 人 射 波 和 反射 波 琶 加 将 形成 以 sin Bz 或 cos Bz 表示 的 驻 波 
分 布 。 在 z=0 和 z= 1 的 两 个 面 上 ,EE, 和 EE, 正好 是 切 向 分 量 。 由 边界 条 件 ， 
要 求 该 切 向 分 量 在 z=0 和 zx= /平面 上 应 等 于 零 。 于 是 E, 和 EE, 沿 z 的 驻 波 


分 布 应 为 sin Bz， 且 B= 侣 。 E, 则 是 法 向 分 量 ,由 边界 条 件 , 该 法 向 分 量 在 = = 
0 和 z = / 不 为 零 ,而 是 决定 于 该 面 的 感应 电荷 面 密度 。 于 是 EF, 沿 z 的 驻 波 分 
布 应 为 cos Bz, 且 6= 人 个 。 同 理 , 态 ; 和 琅 , 沿 zz 的 驻 波 分 布 也 应 为 cos Bz, p= 


A 于 是 得 矩形 谐振 腔 内 TM;,,s 模 的 场 分 布 


E(x,y,z) = Ensin 2 jsin (加 joo Ga (7.5.2a) 
E(x,y,z2) 三 一 | (全 eweos (2 js (各 jn | 
(70:52 


E,(zx,y;,z) = 喜 (至 )( 译 jEesn (Joos (加 jsn 6 
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H,(xz,y,z) = po sin (2 oos (Wy Jj (加 ) (7.5.2d) 
H,(x,y,z) = 县 | js [到 ja sl 
H(zx,y,z) = 0 (7.5.2f{) 
由 和 矩形 波导 中 TM 、TE, 的 相位 系数 关系 


PVR (各 
将 前 面 给 出 的 条 件 8= 灵 代 和 人 上 式 ,得 


开 -人 2) 四 ee + ( 印 ) (7.5.4) 


与 之 对 应 的 频率 即 为 谐振 腔 的 谐振 频率 


| Cd oe) 


kins 二 1 


Wrmnp 


frmnp = 2 2r V we V pe | by | | 人 


2. TE,p 模 
对 于 TE。w 模 的 驻 波 分 量 的 复数 表示 ,可 由 矩形 波导 中 TE,, 模 的 场 分 量 导 
出 ,其 方法 与 导出 TMwp 模 驻 波 场 分 量 相同 。 得 


H(zx,y;,z) = 互 ncos | 时 joos( 25 jsn| 生 = (7.5.6a) 


H(zx,y;,z2) = 一 | (至 jesn| SE Joos (BS jos 部) 


(7.5.6b) 
we 
(7.5.6c) 
E(x,y;z) = 人 Ce 
. 


E,(xr,y,z) = A (7.5.6e) 


E(x,y,z) = 0 (7.5.6f) 
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式 中 .与 fo 的 表达 式 与 TMs 模 相同 。 具 有 相同 谐振 频率 的 不 同 模式 称 为 
简 并 模 。 对 于 给 定 尺寸 的 谐振 腔 ,谐振 频率 最 低 的 模式 称 为 主 模 。 

例 7.5.1 有 一 填充 空气 的 矩形 谐振 腔 ,其 沿 z、y、z 方向 的 尺寸 分 别 为 : 
(1)a>6b>1;(2)a>1>6b;(3)a=5b=7。 试 确定 相应 的 主 模 和 谐振 频率 。 

解 : 选择 z 轴 作 为 参考 的 传播 方向 ,对 于 TM,s 模 ,由 其 场 分 量 的 表示 式 
(7.5.2) 可 知 ,m 入 不 能 为 零 ,而 p 可 以 为 零 。 对 于 TE, 模 ,由 其 场 分 量 的 
表示 式 (7.5.6) 可 知 ,m 或 均 可 为 零 ( 但 不 能 同时 为 零 ), 而 p 不 能 为 零 。 因 
此 ,可 能 的 最 低 阶 模式 为 

T™iio , TEo1 , L E101 
相应 的 谐振 频率 由 式 (7.5.5) 给 出 。 
(1) 当 a >b>1 时 ,最 低 谐振 频率 为 


1 
2 


C 1 
1l0 一 了 2 


式 中 上 为 自由 空间 的 波 速 。 于 是 得 TMi10 为 主 模 。 
(2) 当 a >>1>b。 时 ,最 低 谐振 频率 为 


二 


C 
fio01 = 2 a 


于 是 得 TEiol 为 主 模 。 
(3) 当 a=b=1 时 ,TMiio , 工 Eoll ,TEio! 的 谐振 频率 相同 
Jo = fior = fo = 万 
3. 矩形 谐振 腔 的 品质 因素 
谐振 腔 可 以 储存 电场 能 量 和 磁场 能 量 。 在 实际 的 谐振 腔 中 ,由 于 腔 壁 的 电 
导 率 是 有 限 的 , 它 的 表面 电阻 不 为 零 ,这 样 将 导致 能 量 的 损耗 。 和 其 它 谐振 回路 
一 样 ,谐振 腔 的 品质 因素 Q 定义 为 


三 
Q = 2 Wi (7..57) 


式 中 W 为 谐振 腔 中 的 储 能 , Wr 为 一 个 周期 内 谐振 腔 中 损耗 的 能 量 。 设 PL 为 
谐振 腔 内 的 时 间 平 均 功 率 损耗 , 则 一 个 周期 T= 年内 谐振 腔 损耗 的 能 量 为 


Wi = P12, 得 


WwW 
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| 人 (7.5.8) 


人 


确定 谐振 腔 在 谐振 频率 的 Q 值 时 ,通常 是 假设 其 损耗 足够 的 小 ,以 致 可 以 用 无 
损耗 时 的 场 分 布 进行 计算 。 

例 7.5.2 计算 和 矩形 谐振 腔 中 TEioi 模 的 Q 值 。 

解 : 由 式 (7. 5.6), 令 m= 二 1,n==0,p=1, 得 TEi0! 的 场 分 量 


H(zxz,y,z)=HH ncos 于 = jsin( Fe ) 
五 (zy,z) = 一 THasin Br joos( 于 
E,(x,Yy, a 一 = | Se ely 
a a l | 
E(xz,y,2) = 0,H,(z,y,z) = 0,E.(z,y,z)=0 
时 间 平 均 储 存 的 电场 能 量 


W = | IE Pav = et ps 3 Tz |dzdyd 


| 4 有 j= i 

式 中 已 将 如 = (于 ) 代入。 再 将 foi= 于 上 声 二 | | 态 + 吉 | 代入 上 式 , 得 
: W. = 强 aol (与 2 
时 间 平 均 储 存 的 磁场 能 量 
Wh = | + | )dy = 名 a (性 + 下 = W.。 
于 是 总 的 储 能 
W = 丽 。+ Wa = oH op (s+ 1) 
单位 面积 的 损耗 功率 
J |Jsl?Rs 3S #1Hil?Rs 
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| bra | irb 
Pr = 中 Pds =. Rs|| | |H, |*dxdy + le |H,|*dydz 


lira ira 
+|| | +|| | 
0. 0 0. 0 


本 


所 以 Q 值 


区 二 xfioyoabl(a” 十 7) 
~ Rs[26(a? + 13) + al(a? + 12)] 


式 中 的 Rs =A/ z 必 为 导体 的 表面 阻抗 。 


前 面 几 节 我 们 采用 在 给 定 边界 条 件 下 求解 电磁 波动 方程 的 方法 得 到 导 波 系 
统 中 和 谐振 腔 中 的 电磁 场 分 布 .电磁 波 的 传播 特性 。 对 于 能 传输 TEM 波 的 双 
导体 导 波 系统 ,例如 平行 双 线 、 同 轴线 等 (又 称 传输 线 ) ,在 传输 TEM 波 的 条 件 
下 ,其 电场 和 磁场 只 有 横向 分 布 。 例 如 同 轴线 中 EE = eE,、H = esH;, 这 时 在 


= = c( 常 数 ) 平 面 内 ,内 外 导体 间 的 电压 U(z) = | E .dp = | Esdp 和 该 点 的 电 


流 1(z) = 中 互 ,dl = | Fedg 都 具有 实际 意义 。 因 此 ,可 用 "电路 "中 的 电压 和 


电流 等 效 传输 线 中 的 电场 和 磁场 ,这 种 方法 称 为 “等 效 电 路 ”法 ,即将 传输 线 作 
为 分 布 参数 电路 处 理 , 得 到 由 传输 线 的 单位 长 度 电阻 .电感 ,电容 和 电导 组 成 的 
等 效 电 路 ,然后 根据 基 尔 霍 夫 定律 导出 传输 线 上 电压 .电流 满 足 的 方程 ,进而 讨 
论 波 的 传输 特性 。 


7.6.1 传输 线 方程 及 其 解 


分 布 参数 电路 是 相对 于 集中 参数 电路 而 言 的 。 当 传输 线 传输 高 频 信 号 时 会 
出 现 以 下 分 布 参数 效应 :电流 流 过 导线 使 导线 发 热 , 表 明 导 线 本 身 有 分 布 电阻 ; 
双 导 线 之 间 绝 缘 不 完善 而 出 现 漏电 流 , 表 明 导 线 之 间 处 处 有 漏电 导 ; 导 线 之 间 有 
电压 ,导线 间 存 在 电场 ,表明 导线 之 间 有 分 布 电容 ;导线 中 通过 电流 时 周围 出 现 
磁场 ,表明 导线 上 存在 分 布 电感 。 当 传输 信号 的 波长 远大 于 传输 线 长 度 时 ,有 限 
长 的 传输 线 上 各 点 的 电流 (或 电压 ) 的 大 小 和 相位 可 近似 认为 相同 ,这 时 分 布 参 
数 效应 可 以 不 考虑 ,而 作为 集中 参数 电路 处 理 。 但 当 传 输 信号 的 波长 与 传输 线 
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长 度 可 比拟 时 ,传输 线 上 各 点 的 电流 (或 电压 ) 的 大 小 和 相位 各 不 相同 ,显现 出 分 


布 效 应 ,此 时 传输 线 就 必须 作为 分 布 参 数 电路 处 理 。 


假设 传输 线 的 电路 参数 是 沿线 均匀 分 布 的 ,这 种 传输 线 称 为 均匀 传输 线 。 


可 用 以 下 四 个 参数 来 描述 。 
R1: 单 位 长 度 的 电阻 (0Q/m); 
Li1: 单 位 长 度 的 电感 (H/m); 
G1: 单 位 长 度 的 电导 (S/m); 
Cl :单位 长 度 的 电容 (FAm) 。 
以 上 参数 都 可 以 用 稳 态 场 来 进行 定义 和 计算 。 


1. 传输 线 方程 
TEM 波 传输 线 的 电路 模型 可 用 图 7.6.1 表示 。 


图 7.6.1 传输 线 电 路 模 弄 


为 讨论 方便 ,将 坐标 系 的 原点 选 在 负载 。 假 设 传输 线 是 均匀 的 , 故 可 在 线 上 


任 一 点 z 处 取 线 元 dz 讨论 ,如 图 7.6.2 所 示 。 
Ridz Lidz 


图 7.6.2 线 元 dz 的 等 效 电路 


根据 图 7.6.2 由 基 尔 霍 夫 定律 ,有 
人 = I(z)Z1idz 
dI(z) = U(z) Yidz 


式 中 
Zi = RI + jwL1, Yi GI + jwC1 


(7.6.1) 


(7.6.2) 
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分 别 代表 传输 线 上 单位 长 度 的 串联 阻抗 和 并 联 导 纳 。 式 (7.6.1) 可 写 为 


ADs) = I(z)Z1 
i (7.6.3) 
= U(z) Yi 
上 式 两 端 对 z 求 导 ,得 

UD 

. (7.6.4) 

.6. 

a = Ti ds = YZi11(z) = 7*I(z) 


方程 (7.6.4) 为 传输 线 上 电压 波 和 电流 波 方程 , 式 中 
Z1Y1 3 (Ri + jwLi)(G1 + jwCl 二 &X 十]A (7.6.5) 


称 为 传播 常数 ,通常 是 一 复数 ,其 实 部 a 为 衰减 常数 , 虚 部 8 为 相位 常数 。 
2. 传输 线 方程 的 解 
方程 (7.6.4) 的 通 解 为 


U(z)= Ae”*+ Be * (7.6.6) 
由 式 (7.6.3) 得 
,a 志 dU(z) 1 yz ey : 
. I(z) = 有 去 (4s Be ) (7.6.7) 
式 中 
1 和 /RE+joLl 
所 天 CG We 


具有 阻抗 的 量 纲 , 称 为 传输 线 的 特性 阻抗 。 
式 (7.6.6) 和 式 (7.6.7) 为 传输 线 上 的 电压 和 电流 分 布 表 示 式 ,它们 都 包含 
两 项 :一 项 含有 因子 e” ,代表 沿 - = 方向 (由 电源 到 负载 ) 传 播 的 波 , 称 为 人 射 
波 ;一 项 含有 因子 e ,代表 沿 + = 方向 (由 负载 到 电源 ) 传 播 的 波 , 称 为 反射 波 。 
入 射 波 电压 
U+ = Ae” (7.6.9a) 
入 射 波 电流 | 
1I'= Ae” (7.6.9b) 


反射 波 电 压 
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U = Be”™ | (7.6.9c) 
反射 波 电流 
ER 
1 = Ri (7.6.9d) 


式 (7.6.6) 和 式 (7.6.7) 中 的 常数 A、B 应 由 边界 条 件 确定 。 下 面 讨 论 两 种 
给 定 条 件 下 方程 的 解 。 
(1) 已 知 终端 电压 和 终端 电流 


U(0) = U,, T(0) = I (7.6.10) 
将 式 (7.6.10) 代 入 式 (7.6.6) 和 式 (7.6.7) 中 ,得 
CA I = 元 (4A -8B) (7.6.11) 
0 
联 立 求解 得 
Z a 
0 全 (7.6.12) 
2 2 
于 是 
U(z) = es AR + Da 240 
2 2 
(7.6.13) 
二 二 Ua + laZoo | 


上 式 为 已 知 传输 线 终端 电压 和 终端 电流 时 , 线 上 任意 一 点 的 电压 和 电流 表 
达 式 。 该 式 说 明 ,传输 线 上 的 电压 和 电流 以 波 的 形式 存在 , 且 由 和 人 射 波 和 反射 波 
组 成 。 于 是 , 式 (7.6.13) 又 可 写 为 


(7.6.16) 
T(z) = Psinh( 人 + ji2cosh(yz) : 


U(z)= U’' (z)+U  (z)= U,'e”*+U, e™”™ | 
| (7.6.14) 
I(z)= 1 (z)+I (z)= 1 e”*-l, ew™ 
式 中 
U* (z) = Us ei”,; 其 中 U,* = U2 + LZ eh 
和 (7.6.15) 
人 
式 (7.6.14) 还 可 用 双 曲 函数 表示 
1 = Ucosh( yz) + [Zosinh( yz) 
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(2) 已 知 始 端 电压 和 电流 


UD)= UU, I(1)=1 (7.6.17) 
将 式 (7.6.17) 代 人 式 (7.6.6) 和 式 (7.6.7) 中 ,得 
Be Ae” = (7.6.18) 
联 立 求解 得 
=- 一， 日 = 一 (7.6.19) 
于 是 
2 er 二 rt 
I(z) = 元 二 er 可 二 3 ert) 0 


上 式 就 是 已 知 传输 线 始 端 电压 和 电流 时 , 线 上 任意 一 点 的 电压 和 电流 表达 式 。 
”7.6.2 传输 线 的 特性 参数 


传输 线 的 特性 参数 是 由 传输 线 的 尺寸 .填充 的 媒质 及 工作 频率 所 决定 的 量 ， 
主要 有 传输 线 的 特性 阻抗 、 传 播 常 数 、 相 速度 和 波导 波长 。 

1. 特性 阻抗 

传输 线 的 特性 阻抗 定义 为 传输 线 上 行 波 电 压 于 行 波 电流 之 比 。 


_U __U _ /Rit+joll 
Zo = 和 二 (7.6.21) 
对 于 无 损耗 传输 线 ,Ri=0、Gi=0, 则 


J 号 
2 (7.6.22) 


ee 


Zo = 0 (7.6.23) 


ee 
其 中 4 为 导线 的 直径 ,DD ei 


对 于 同 轴线 ,单位 长 度 的 电容 Ci = 单位 长 度 的 电感 Li = 


和 
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大 In 时 ,代入 式 (7.6.22) 得 
T d 


Zo = J (7.6.24) 
其 中 4 为 内 时 体 的 直径 ,DD 为 外 导体 的 直径 。 


“2. 传播 常数 


7y=wvV2Zi = VRItjoLi)(G1+ijwC1) =at+iB (7.6.25) 


其 中 


1 - 
“二 A/ > CG bY Gi 


(7.6.26) 
称 为 衰减 常数 ,表示 传输 线 单 位 长 度 上 行 波 电压 (或 电流 ) 振 幅 的 变化 。 


庆生 \/ 计 [本 + wiLI)(G? +.w CI) + (wiL1iC1 — R1G1) | 
(7.6.27) 


称 为 相位 常数 ,表示 传输 线 单位 长 度 上 行 波 电压 (或 电流 ) 相 位 的 变化 。 
对 于 无 损耗 传输 线 , Ri1=0、G1=0, 则 


a =0 (7.6.28) 
B=wVLiCi (7.6.29) 
”3. 相 速 度 
相 速 度 的 定义 与 电磁 波 的 相 速 度 定义 一 样 , 指 行 波 等 相位 面 移动 的 速度 
Oi (7.6.30) 
对 于 无 耗 传输 线 ,将 式 (7.6.29) 代 入 上 式 , 得 
-也 -1 
op 一 二 (7.6.31) 
4. 波长 
波长 的 定义 与 波导 中 相同 , 即 波 在 一 周期 内 沿线 所 传播 的 距离 
二 全 (7.6.32) 
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7.6.3 传输线 的 工作 参数 


传输 线 的 工作 参数 是 指 随 传输 线 所 接 负载 的 不 同 而 变化 的 量 , 主 要 有 传输 
线 的 输入 阻抗 \ 反 射 系数 和 驻 波 系数 。 

1. 输入 阻抗 : 

传输 线 任意 点 的 电压 和 电流 的 比值 定义 为 该 点 沿 向 负载 方向 看 去 的 输入 阻 
抗 。 设 已 知 终端 电压 U 和 终端 电流 1, 由 式 (7.6.16) 得 
U(z) _ Uzcosh( yz) + TsZosinh( yz) 
I(z) | 


Zi(z) = U 
Tscosh( yz ) + sinh( yz) 
0 


ZL + Zotanh( yz) 


= Zo + Zrtanh( yz) Cop 
式 中 Zu = 卫 为 终 庙 负载 阻抗 。 
对 于 无 损耗 线 ,a =0、yY=jB, 则 式 (7.6.33) 变 为 
QT + jZotan(Bz) 
Zl ZZ an( Be) (7.6.34) 


由 上 式 可 以 看 出 ,传输 线 的 输入 阻抗 与 负载 阻抗 ZL、 特 性 阻抗 Zo 以 及 距 终 
端的 位 置 z 有 关 。 利 用 式 (7.6.34) ,还 可 以 得 到 几 种 特殊 情况 下 的 输入 阻抗 
(1) 终端 短路 线 
这 时 2 =0, 由 式 (7.6.34) 得 
Zins(z) = jZotanpz (7.6.35) 
由 上 式 可 知 , 终 端 短路 的 无 耗 传输 线 的 输入 阻抗 为 纯 电 抗 ,可 以 是 电感 性 的 ,也 
可 以 是 电容 性 的 , 视 z 的 值 而 定 。 图 7.6.3(a) 给 出 了 2Z,,.(z) 随 zz 的 变化 曲线 。 
由 图 可 知 : 输 入 阻抗 在 电压 波 腹 点 (电流 波 节 点 ) 相 当 于 低频 电路 中 的 并 联 谐 振 ; 
输入 阻抗 在 电压 波 节 点 (电流 波 腹 点 ) 相 当 于 低频 电路 中 的 串联 谐振 ; 而 在 其 余 
位 置 的 输入 阻抗 呈 电 感性 或 电容 性 。 
(2) 终端 开路 线 
这 时 Zi = co ,由 式 (7.6.34) 得 
Zino(z) = 一 jZocotpz (7.6.36) 
终端 开路 的 无 耗 传 输 线 的 输入 阻抗 也 呈 纯 电抗 ,图 7.6.3(b) 给 出 了 Ziw(z) 随 = 
的 变化 曲线 。 由 式 (7.6.35) 和 式 (7.6.36) 可 得 到 
Ze = 26 (7.6.37) 
根据 这 一 关系 式 可 采用 “开路 -短路 法 "确定 Zu。 
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和 A 


(a) 终端 短路 线 (b) 终端 开路 线 


图 7.6.3 输入 阻抗 曲线 

利用 不 同 长 度 的 终端 开路 线 或 终端 短路 线 , 可 以 构成 不 同 的 电抗 值 的 电抗 
元 件 或 谐振 器 ,这 在 微波 电路 中 广泛 使 用 。 

(3) 终端 负载 等 于 特性 阻抗 

这 时 ZL = Zo, 由 式 (7.6.34) 得 | 

Zin(z) = Z0 (7.6.38) 

此 时 的 输入 阻抗 与 x 无 关 ， 传输 线 上 任意 点 的 输入 阻抗 等 于 特性 阻抗， 这 种 情 
ee 


(4) 4 线 
这 时 == 人 或 z= (2 一 1) 扫 ,由 式 (7.6.34) 得 
A\_26 
Za( 千 )= > (7.6.39) 


后 线 的 这 一 特性 称 为 阻抗 变换 性 。 
、 A _nA 人 介 
这 时 zx 二 了 或 zx= ,由 式 (7.6.34) 得 

元 )= Zi (7.6.40) 


经 无 传输 级 的 输入 阻 搞 不 变 ,这 种 性 质 称 为 阻抗 还 原 性 。 


2. 反射 系数 
传输 线 上 某 点 的 反射 波 电压 与 人 射 波 电压 之 比 ,定义 为 该 点 的 反射 系数 , 即 
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人 a ep A 
x U! yz U, + 1,Z0 
于 U,+ 1,Zo0)e 
(7.6.41) 
式 中 
U, LDL 一 EPZ ZL- Zo ZL- Zol| jy 
a U Us+hZo Zit+Zo |ZL+Z0 es (7.6.42) 


称 为 传输 线 的 终端 反射 系数 。 一 般 情况 下 ,终端 反射 系数 为 复数 。 上 式 中 gz 
为 终端 反射 系数 的 相 角 。 于 是 
Mel en . (7.6.43) 


对 于 无 损耗 线 ,a =0, 则 


T(z) = | Tr, |e Fe? (7.6.44) 
用 同样 的 方法 可 定义 电流 反射 系数 
T(z) = = 一 于 =- Te 和 (7.6.45) 


可 见 ,电流 反射 系数 与 电压 反射 系数 只 相差 一 负 号 ,通常 采用 电压 来 定义 反射 系 
数 。 

利用 反射 系数 的 定义 和 前 面 关 于 电压 .电流 及 输入 阻抗 的 有 关公 式 , 可 得 到 
反射 系数 与 电压 、 电 流 、 输 入 阻抗 .负载 阻抗 的 关系 。 

(1) 反射 系数 与 电压 、 电 流 的 关系 

U(z)=U': (z)+ U- (z) 

U (>z) 
U' (z) 
I(z) =1I' (z)+ 1 (zz) 
1 (z) 
It (z) 
传输 线 上 任意 点 的 电压 和 电流 可 以 用 人 射 波 的 电压 、 电 流 和 反射 系数 表示 。 

(2) 反射 系数 与 输入 阻抗 的 关系 

”由 输入 阻抗 的 定义 式 (7.6.33) ,得 


Ss U(z) 国 U!* (z)[1 + T(z)] _ -7 1+ T(z) 
I(z) I* (z)[1 ~- T(z)] "1 一 了 有 (>z) 


=U* (z)|1+ |= yy 


a (z)|1+ 眉 et (7.6.47) 


Zin( (7.6.48) 
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”传输 线 上 任意 点 的 输入 阻抗 可 通过 该 点 的 反射 系数 表示 出 来 ,这 在 传输 线 阻抗 
-的 测量 和 计算 中 有 着 重要 的 意义 。 
(3) 反射 系数 与 负载 阻抗 的 关系 
由 式 (7.6.42) 
下 
ZL+ Zo 
可 以 得 到 几 种 特殊 负载 情况 下 的 反射 系数 : 
ee 
= 0( 终 端 短路 ) :T= 一 1 
ee oo( 终 多端 开 路 ) : :1T2 一 荆 
ZL = jXr (终端 负载 为 纯 电抗 ): | rz| = 1 
3. 驻 波 系数 与 行 波 系数 
一 般 情况 下 ,传输线 上 存在 人 射 波 和 反射 波 ,它们 相互 干涉 形成 驻 行 波 。 人 入 
射 波 与 反射 波 同 相 丢 加 达 最 大 值 , 反 相 登 加 达 最 小 值 。 传 输 线 上 电压 最 大 值 与 
电压 最 小 值 之 比 , 称 为 电压 驻 波 系数 或 电压 驻 波 比 ,用 S 表示 , 即 
Sy 0 ea Me | ES 
Ue | | | |, es | P(N| 
传输 线 上 电流 最 大 值 与 电流 最 小 值 之 比 , 称 为 电流 驻 波 系数 或 电流 驻 波 比 。 不 
难得 出 电流 驻 波 系数 与 电压 驻 波 系数 的 值 是 一 样 的 。 
对 于 无 损耗 线 ,由 式 (7.6.44) 知 道 |P(z)| = | Ts| ,于 是 


人 全 辣 


(7.6.49) 


S = 


_ 1+ |T,| 
Sr (7.6.50) 
可 见 , 无 损耗 线 上 的 驻 波 系数 与 z 无 关 。 
而 行 波 系数 定义 为 驻 波 系数 的 倒数 , 即 
ee a ee Ts | 
Ne ea (7.6.51) 


7.6.4 传输线 的 工作 状态 


传输 线 存 在 三 种 不 同 的 工作 状态 ,即行 波状 态 、 驻 波状 态 和 混合 波状 态 。 他 
们 取决 于 传输 线 终端 所 接 的 负载 。 

1. 行 波 状态 

行 波状 态 即 传输 线 上 无 反射 波 出 现 , 只 存在 人 射 波 的 工作 状态 。 由 式 
(7.6.42) 可 知 , 当 传输 线 的 负载 阻抗 等 于 特性 阻抗 时 ,反射 系数 了 (z) =0。 于 
是 由 式 (7.6.13) 得 传输 线 上 的 电压 、 电 流 为 
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U 二 I ZZ YY 十 ji8 iBz 
U(z) = UL (z) = ee 0 
J (7.6.52) 
U, + LZo » + | U2 | jo jpge 
0 Et oh WE ER ee et 
(z) (z) ZF 2 e ee 


式 中 9 为 U2 的 初 相 位 ,将 式 (7.6.52) 表 示 为 瞬时 值 形式 


ul(z,t) = | U; | cos( wt + Bz + 0) 


(7.6.53) 


|U, | 
i(z,1) = cos(wi + Bz + 0) 
0 


图 7.6.4 表示 行 波 状态 下 沿 传输 线 的 电 
压 、 电 流 分 布 。 可 见 , 沿 无 损耗 传输 线 电 压 、 
电流 的 振幅 不 变 , 而 相位 则 随 z 的 减 小 ( 即 人 0 
射 波 由 源 向 负载 推进 ) 而 滞后 ,这 是 行 波 前 进 uz) 
的 必然 结果 。 人 

由 式 (7:6.38) 可知 , 当 ZL = 2Zo 时 ,有 
Zia(z)= Zo, 即 沿线 的 输入 阻抗 均等 于 特性 
阻抗 。 U,I 

综 上 所 述 , 行 波状 态 下 的 无 损耗 线 有 如 
下 特点 : 

@ 沿线 电压 、 电 流 振 幅 不 变 ; 

@ 电压 ,电流 同 相 位 ; 图 7.6.4 行 波状 态 下 沿 传输 

@ 沿线 各 点 的 输入 阻抗 均等 于 其 特性 线 的 电压 .电流 分 布 
阻抗 。 

当 传 输 线 终端 开路 (Z1 = co ) 或 短路 (Zr = 0) 或 接 纯 电 抗 负载 Z1 = tjX1 
时 , 线 上 的 反射 波 振 幅 与 人 射 波 振 幅 相 等 ,两 者 县 加 ,在 线 上 形成 全 驻 波 。 三 种 
负载 所 决定 的 驻 波 分 布 ,其 区 别 在 于 传输 线 终端 处 波 的 相位 不 同 。 下 面 以 Zr = 
0 为 例 来 分 析 传 输 线 工 作 在 全 驻 波 状态 时 的 特性 。 

Zr =0, 即 传输 线 短路 。 此 时 终端 反射 系数 为 

_ -0 
2 ZL+ Zo z -0 


Nk 


NN 


=-1=e" (7.6.54) 


于 是 线 上 的 电压 、 电 流 为 
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Ula a De er = Ur(e. ek) 


=j2| Ui |e'’*™sin( Bz) (7.6.55) 
同 理 
+ | ji9+r) 
I(z) = cos( Bz) (7.6.56) 
0 
表示 为 瞬时 值 形式 
u(z,t)=2| Uy sin( pe)oos (on +0+ | 
?| U7 | (7.6.57) 
i(z,t) = 一 二 cos( Bz )cos( wi + 9) 
0 


图 7.6.5 表示 圣 波 状态 下 电压 、 电 流 沿 线 的 瞬时 分 布 曲线 和 振幅 分 布 曲 线 。 


| | | | 7 
| 0 


TM14 324 4 34 NW2 Al4 


图 7.6.5 终端 短路 线 上 的 驻 波 电压 和 电流 
全 驻 波 状态 下 的 无 损耗 传输 线 有 如 下 特点 : 
@ 全 驻 波 是 在 满足 全 反射 条 件 下 ,由 两 个 相向 传输 的 行 波 释 加 而 成 的 。 它 
不 再 具有 行 波 的 传输 特性 ,而 是 在 线 上 作 简 谐振 荡 ,表现 为 相 邻 两 波 节 之 间 的 电 
压 (或 电流 ) 同 相 , 波 节点 两 侧 的 电压 (或 电流 ) 反 相 ; 
@ 传输 线 上 电压 和 电流 的 振幅 是 位 置 > 的 函数 ,出 现 最 大 值 ( 波 腹 点 ) 和 和 零 
值 ( 波 节点 ); 


@ 传输 线 上 各 点 的 电压 和 电流 在 时 间 上 有 二 的 相位 差 。 在 空间 位 置 上 也 


有 分 的 相 移 ,因此 全 驻 波状 态 下 没有 功率 传输 。 


3. 混合 波状 态 
当 传 输 线 终端 所 接 的 负载 阻抗 不 等 于 特性 阻抗 ,也 不 是 短路 、 开 路 或 接 纯 电 
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DL 性 全 
从 裁 ， 

振幅 不 等 是 搂 任意 阻抗 负载 时 , 线 上 将 同时 存在 人 射 波 和 反射 波 , 且 两 者 的 

为 ' 萤 加 后 形成 混合 波状 态 。 对 于 无 损耗 传输 线 , 线 上 的 电压 .电流 表示 


-jpBz 


U(s) - Uie®” + Use = Uier + TUte 


= Le +2T,U: > 
= Ute®(1 - IT,) + 2T, Uz cos( Bz) (7.6.58) 
Me 
可 见 = 1ie®(1 - IT,) + ij2T, 1 sin(Bz) (7.6.59) 


pe 和风 下 .电流 两 部 分组 契 : 第 一 部 分 代表 让 电 沿 给 
人 于 波 与 驻 波 成 分 的 多 少 取决 于 反射 系数 。 也 可 


。 GS Umx_ Trex 1+ | 
所 已 NN Umm Tun 1-— |T,| 


态 时 ,| i 行 波状 态 时 ,| Pa| =0, 则 S=1; 当 传输 线 工作 在 驻 波状 
Sy 一 则 S= oo; 当 传输 线 工作 在 混合 波状 态 :时 ,| 了 | 之 1, 则 1<S< 


丛 出 了 混合 波状 态 下 的 电压 电流 振幅 分 布 。 


(7.6.60) 


图 7.6.6 混合 波状 态 下 的 电压 .电流 振幅 分 布 


7.1 ， 思 考 题 


什么 
712 a 这 系统 什么 是 均匀 导 波 系统 ? 
“3 写 “学 波 系统 中 的 纵向 场 分 量 与 模 向 场 分 量 的 关系 。 
“ 形 波导 中 纵向 场 分 量 E,、HH, 满足 的 方程 和 边界 条 件 。 
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7.4 沿 均匀 波导 传播 的 波 有 哪 三 种 基本 模式 ? 

7.5 波 阻 抗 的 定义 是 什么 ? 

7.6， 试 叙述 均匀 导 波 系统 中 的 TEM 波 、TM 波 和 TE 波 的 传播 特性 。 

7.7 写 出 a Xb 和 矩形 波导 中 TM 波 和 TE 波 的 截止 波 数 、 截 止 频率 、 相 位 常数 、 波 导 波 
长 、. 相 速度 、 波 阻抗 及 传播 条 件 。 

7.8 ”和 矩形 波导 中 的 波 是 否 存 在 色散 ? 

7.9” 试 说 明 为 什么 单 导体 的 空心 或 填充 电介质 的 波导 管 不 能 传播 TEM 波 。 

7.10 ”波导 可 否 有 一 个 以 上 的 截止 频率 ?波导 的 截止 频率 取决 于 什么 因素 ? 

7.11 什么 是 波导 的 主 模 ? 矩形 波导 、 圆 柱 形 波导 和 同 轴 波 导 的 主 模 各 是 什么 模式 ? 相 
应 的 截止 波长 各 是 多 少 ? 

7.12 ”什么 叫 模式 简 并 ? 矩形 波导 中 的 模式 简 并 和 圆柱 形 波导 中 的 模式 简 并 有 何 异 同 ? 

7.13 试 画 出 矩形 波导 中 的 主 模 在 三 个 坐标 截面 上 的 场 图 及 管 壁 电流 分 布 。 

7.14 何谓 分 布 参数 ?” 试 写 出 均匀 传输 线 的 电压 电流 方程 。 

7.15 分别 写 出 已 知 终端 电压 、 电 流 和 已 知 始 端 电压 、 电 流 条 件 下 均匀 传输 线 上 的 电压 、 
电流 分 布 。 

7.16 传输线 特性 阻抗 的 定义 是 什么 ? 输入 阻抗 的 定义 是 什么 ? 分 别 写 出 终端 短路 、 终 


端 开路 、 千 、 广 及 ZL Zo( 负 载 阻 抗 等 于 特性 胆 抗 ) 时 的 无 耗 均匀 传输 线 的 输入 阻抗 。 


7.17 什么 是 反射 系数 ? 什么 是 驻 波 系数 和 行 波 系 数 ? 
7.18 传输 线 有 哪 几 种 工作 状态 ?相应 的 条 件 是 什么 ? 有 什么 特点 ? 
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7.1 为 什么 一 般 矩 形 波导 测量 线 的 纵 槽 开 在 波导 的 中 线 上 ? 

7.2 下 列 二 矩形 波导 具有 相同 的 工作 波长 , 试 比 较 它们 工作 在 TMi1 模 式 的 截止 频率 。 

(1) a Xb=23x10 mm 

(2) a Xx b=16.5xX16.5 mm 

7.3 推导 和 矩形 波导 中 TE,, 模 的 场 分 布 式 。 

7.4 设 在 矩形 波导 中 传输 TEio 模 , 求 填充 媒质 ( 介 电 常数 为 s) 时 的 截止 频率 及 波导 波 
长 。 

7.5 已 知 矩 形 波导 的 模 截 面 尺寸 为 a X65=23X10 mm?, 试 求 当 工作 波长 1 = 10 mm 
时 ,波导 中 能 传输 哪些 波 型 ? 4=30 mm 时 呢 ? 

7.6， 试 推导 在 矩形 波导 中 传输 TE,,, 波 时 的 传输 功率 。 

7.7 试 设计 一 工作 波长 1= 10 cm 的 矩形 波导 。 材 料 用 紫铜 ,内 充 空气 ,并 且 要 求 TEio 
模 的 工作 频率 至 少 有 30% 的 安全 因子 , 即 0.7fs 宇 f 宇 1.3fu, 此 处 fi 和 fo 分 别 表 示 TEI0 波 
和 相 邻 高 阶 模式 的 截止 频率 。 

7.8” 试 设计 一 工作 波长 *=5 cm 的 圆柱 形 波 导 ,材料 用 紫铜 ,内 充 空气 ,并 要 求 TEii 波 
的 工作 频率 应 有 一 定 的 安全 因子 。 

7.9 求 圆 柱 形 波导 中 TEo, 波 的 传输 功率 。 
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` 7.10 设计 一 矩形 谐振 腔 ,使 在 1 GHz 及 1.5 GHz 分 别 谐振 于 两 个 不 同 模式 上 。 

7.11 ”由 空气 填充 的 矩形 谐振 腔 , 其 尺寸 为 a=25 mm,b=12.5 mm,d = 60 mm, 谐 振 于 
TEiwz 模 式 , 若 在 腔 内 填充 媒质 , 则 在 同一 工作 频率 将 谐振 于 TEios 模 式 , 求 媒质 的 相对 介 电 常 
数 s, 应 为 多 少 ? 

7.12 平行 双 线 传输 线 的 线 间距 D=8 cm, 导 线 的 直径 4 =1 cm, 周 围 是 空气 , 试 计算 : 
(1) 分 布 电 感 和 分 布 电容 ;(2) f= 600 MHz 时 的 相位 系数 和 特性 阻抗 (R, =0、G, = 0)。 

7.13 同 轴线 的 外 导体 半径 25=23 mm, 内 导体 半径 a = 10 mm ,填充 媒质 分 别 为 空气 和 
e, =2.25 的 无 耗 媒 质 , 试 计算 其 特性 阻抗 。 

7.14 在 构造 均匀 传输 线 时 ,用 聚 乙 烯 (e, =2.25) 作 为 电介质 。 假设 不 计 损 耗 。 

(1) 对 于 300 Q 的 平行 双 线 , 若 导 线 的 半径 为 0.6 mm, 则 线 间 距 应 选 多 少 ? 

(2) 对 于 75 9 的 同 轴线 ,车 内 导体 的 半径 为 0.6 mm, 则 外 导体 的 半径 应 选 多 少 ? 

7.15 ” 试 以 传输 线 输 入 端 电 压 Un 和 电流 Di 以 及 传输 线 的 传播 系数 P 和 特性 阻抗 Z。 
表示 线 上 任意 一 点 的 电压 分 布 U(z) 和 电流 分 布 T(z)。 

(1) 用 指数 形式 表示 ; 

(2) 用 双 曲 函数 表示 。 

7.16 一 根 特性 阻抗 为 30 Q 长 度 为 2 m 的 无 损耗 传输 线 工 作 于 频率 200 MHz, 终端 接 
有 阻抗 Z, =40+j30 0Q, 试 求 其 输入 阻抗 。 

7.17 一 根 75 9 的 无 损耗 线 ,终端 接 有 负载 阻抗 Z, = RL + jX1。 

(1) 欲 使 线 上 的 电压 驻 波 比 等 于 3, 则 RL 和 XX, 有 什么 关系 ? 

(2) 若 RL =150 Q, 求 XL 等 于 多 少 ? 

(3) 求 在 (2) 情况 下 , 距 负载 最 近 的 电压 最 小 点 位 置 。 

7.18 考虑 一 根 无 损耗 传输 线 ， 

(1) 当 负载 阻抗 ZL = (40 -j30) Q 时 ,和 欲 使 线 上 驻 波 比 最 小 , 则 线 的 特性 阻抗 应 为 多 少 ? 

(2) 求 出 该 最 小 的 驻 波 比 及 相应 的 电压 反射 系数 。 

(3) 确定 距 负载 最 近 的 电压 最 小 点 位 置 。 

7.19 有 一 段 特性 阻抗 为 Z。= 500 0 的 无 损耗 线 ， 当 终 端 短路 时 , 测 得 始 端的 阻抗 为 
250 0 的 感 抗 , 求 该 传输 线 的 最 小 长 度 ; 如 果 该 线 的 终端 为 开路 ,长度 又 为 多 少 ? 

7.20 求 图 题 7.20 所 示 图 中 分 布 参 数 电 路 的 输入 阻抗 。 
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图 题 7.20 


第 8 章 


电磁 辐射 


前 面 讨论 了 电磁 波 的 传播 问题 ,本章 讨 论 电 磁 波 的 辐射 问题 。 时 变 的 电荷 
和 电流 是 激发 电磁 波 的 源 。 为 了 有 效 地 使 电磁 波 能 量 按 所 要 求 的 方向 辐射 出 
去 ,时 变 的 电荷 和 电流 必须 按 某 种 特殊 的 方式 分 布 ,天 线 就 是 设计 成 按 规 定 的 方 
式 有 效 地 辐射 电磁 波 能 量 的 装置 。 

本 章 首先 讨论 电磁 辐射 原理 ,然后 介绍 一 些 常 见 的 基本 天 线 的 辐射 特性 。 


在 洛 仑 兹 条 件 下 ,电磁 矢量 位 4 和 标量 位 p 满足 的 方程 具有 相同 的 形式 


D2 

Y 人 (8.1.1) 
D2 

YA4-Ai5=-AJ (8.1.2) 


先 来 求 标量 位 p 满足 的 方程 式 (8.1.1)。 该 式 为 线性 方程 ,其 解 满足 又 加 原理 。 
设 标 量 位 op 是 由 体积 元 AV' 内 的 电荷 元 Ad = PAV 产生 的 ,AV “之 外 不 存在 电 
荷 , 则 由 式 (8.1.1)AV “之 外 的 标量 位 y 满足 的 方程 

vzp -eg -0 (8.1.3) 
可 将 .Ag 视 为 点 电荷 , 它 所 产生 的 场 具有 球 对 称 性 ,此 时 标量 位 wp 仅 与 r、 上 有 
关 , 与 6 和 $$ 无关, 故 在 球 坐 标 下 ,上 式 可 简化 为 
L | 二 (8.1.4) 


7r2 97 97 fg 
a _U(r,i) A= 
设 其 解 g(r ,:) = 一 一 , 代 人 式 (8,1.4) 可 得 


aU 1090U 
ar? v2 az2 


=0 (8.1.5) 


a 该 方程 的 通 解 为 
LE 
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ere pe | | (8.1.6) 

式 中 的 /人 -天 ] 和 g| ?+ 三 ) 分 别 表示 以 [z 一 亏 } 和 [ ?+ 过 为 变量 的 任意 男 
数 。 所 以 Ag 周围 的 场 为 

p(r,t) de | (8.1.7) 


式 (8.1.7) 中 第 一 项 代表 向 外 辐射 出 去 的 波 ,第 二 项 代表 向 内 汇聚 的 波 。 在 讨论 
发 射 天 线 的 电磁 波 辐射 问题 时 ,第 二 项 没有 实际 意义 , 取 g=0, 而 了 的 具体 函数 
形式 需 由 定 解 条 件 来 确定 。 此 时 - 


人 (8.1.8) 
为 得 到 /过 } 的 具体 形式 ,将 式 (8.1.8) 与 同样 位 于 原点 的 准 普 态 电荷 
元 pAV 产生 的 标量 位 Ap(7) = 2(0,2AY 比较 ,可 以 看 出 应 取 


4ner 


p(0,t — r/v)AV 
4re7 


Aplr,t) = af 人 -过 )= (8.1.9) 


车 电荷 元 pAV 不 是 位 于 原点 ,而 是 位 于 x”, 则 在 场 点 + 处 产生 的 标量 位 为 
1 ao(r ,tir-r |i Ze) yy 


ne Ir-r | 
由 场 的 从 加 性 可 得 体积 V 内 分 布 的 电荷 产生 的 标量 位 为 
1 ort Irer |/v) yy (8.1.10) 


4ne dv Iror | 


Ap(r,t) = 


plr,t) = 


上 式 表明 ,t 时 刻 场 点 + 处 的 标量 位 ,不 是 决定 于 同一 时 刻 的 电荷 分 布 , 而 是 决 
定 于 较 早 时 刻 :' =: 一 |r 一 x |/v 的 电荷 分 布 。 换 句 话说 ,观察 点 的 位 场 变 化 灌 
后 于 源 的 变化 ,所 推迟 的 时 间 |r -+ |/v 恰好 是 源 的 变动 以 速度 4= 传播 
Ke 

到 观察 点 所 需要 的 时 间 ,这 种 现象 称 为 滞后 现象 , 故 将 式 (8.1.10) 表 示 的 标量 位 
2p(r ,二 称 为 滞后 位 。 

由 于 矢量 位 A 所 满足 的 方程 在 形式 上 与 标量 位 所 满足 的 方程 相同 ,我 们 
可 将 矢量 位 &(r ,zi) 分 解 为 三 个 分 量 , 因而 每 个 分 量 都 应 具有 与 式 (8.1.10) 相 
似 的 解 。 故 矢量 滞后 位 可 由 下 式 表 示 


| Jr tr or | [mp) iv。 (BTL 
~ Tro-r | 


A(r,i) = 2 
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对 于 正弦 时 变 场 , 则 式 (8.1.10) 和 式 (8.1.11) 的 复数 形式 为 


1 p(r’ )e -这 7 , 

ee a dV (8.1.12) 
-jkir-r’| 

四 生 | Tr)e gy (8.1.13) 
TJV | 站 一 六 | 


式 中 类 = w VKE = 他 为 波 数 。 


至 此 可 以 看 出 ,根据 天 线 上 的 电流 分 布 来 计算 由 其 产生 的 电磁 场 的 步 又 是 ， 
利用 式 (8.1.13) ,由 给 定 的 了 求 出 4 ,再 根据 B= V XA 求 得 B, 最 后 由 V xH 
二 jwek 求 得 EE。 


在 几何 长 度 远 小 于 波长 的 线 元 上 载 有 等 幅 同 相 的 电流 ,这 就 是 电 偶 极 子 。 
关于 电 偶 极 子 产 生 的 电磁 场 的 分 析 计算 是 线形 天 线 工 程 计算 的 基础 。 
设 线 元 上 的 电流 随时 间作 正弦 变化 ,表示 为 
i(t) = Tcos wt = Rel Teiw] 
如 图 8.2.1 所 示 , 电 侦 极 子 沿 x 轴 放 置 ,中 心 在 坐标 原点 。 元 的 长 度 为 1, 横 惟 


Pp 
+qg(DL9 7 
一 (人 
图 8.2.1 电 偶 极 子 
面积 为 AS , 故 有 
JdV = es AAS'dz' = eldz” 
用 e.Idxz 蔡 换 JdV ,得 载 流 线 元 在 点 P 产生 的 矢量 位 为 
I 
和 | os (8.2.1) 
4r Jr 一 rr | 


考虑 到 1< 委 >, 故 式 (8.2.1) 可 近似 为 
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入 
4(r) = ci (8.2.2) 


它 在 球 坐 标 系 中 的 三 个 坐标 分 量 为 


( nol 


A 一 Azcos 0 二 9 COS Ge ikr 
4nr 
0 1 . . 
| Ae =— A.sin 0 = 一 0 in Ge i (8.2.3) 
4nr 
As=0 
点 了 的 磁场 强度 为 
ey, @g es 
r2sing rsin0 |. rr 
1 1 
H0 AZ0 3 50 35 
A, rAg rsin 04， 


将 式 (8.2.3) 代 入 上 式 , 得 


H,=0 
2 (8.2.4) 
_ ksin OF j 1 a 
He 4x 医 | 
由 麦克 斯 书 方程 ,P 点 的 电场 强度 
e, eg ey 
risin 0 7rsin 0 r 
, 1 
E=—— VxH=— 9 9 9 
JweED jgE0 5 30 EE 
H., rHe rsin 0Hs 


将 式 (8.2.4) 代 入 上 式 , 得 


—jkr 


3 
oe 2 Hk | 1 


i 上 
4nxweo [ (REr) (kr)’ 
(8.2.5) 


—jkr 


_ Hp’sin OF j 1  _j | 
Eo = 4nxweo 全 (kr): (kr)3 


Es=0 
由 式 (8.2.4) 和 式 (8.2.5) 可 看 出 , 电 偶 极 子 产 生 的 电磁 场 ,磁场 强度 只 有 HH 分 
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量 ,而 电场 强度 有 E, 和 Es 两 个 分 量 。 每 个 分 量 都 包含 几 项 ,有 与 距离 ， 有 复杂 
的 关系 。 z 
8.2.1 电 侦 极 子 的 近 区 场 


7 安 和 A 即 kr 才 1 的 区 域 称 为 近 区 ,在 此 区 域 中 


1 1 1 
< mm 


日 ei 1 


故 在 式 (8.2.4) 和 式 (8.2.5) 中 ,主要 是 亏 的 高 次 宕 项 起 作用 ,其 余 各 项 缘 可 忽 
略 , 故 得 


. Hcos 0 
ys 
. 1 
(8.2.6) 
. Hisin 0 
BR 
4rxweor’ 
Tisin 0 
1 82.7 
# dxr? ( ) 


考虑 到 电 侦 极 子 两 端的 电荷 与 电流 的 关系 i(z) = 90 中, 即 1=jwg, 式 (8.2.6) 
可 表示 为 


EF = gcos0 _ pecos 0 
| 4 2reor’ 2reor’ 


和 qlsin0 zesin 0 
人 4neor’ 4neor’ 
式 中 的 p。= ql 是 电 偶 极 和 矩 p。= ql 的 振幅 。 
从 以 上 结果 可 以 看 出 ,在 近 区 内 ,时 变 电 偶 极 子 的 电场 表示 式 与 静电 偶 极 子 
的 电场 表示 式 相同 ;磁场 表示 式 则 与 静 磁 场 中 用 毕 奥 - 沙 伐 定律 计算 出 的 恒定 
电流 元 的 磁场 表示 式 相 同 。 因 此 把 时 变 电 偶 极 子 的 近 区 场 称 为 准 静 态 场 或 似 稳 
场 。 
由 式 (8.2.6) 和 式 (8.2.7) 可 计算 出 近 区 场 的 平均 功率 流 密度 


以 全 一 FRelExH'] =0 


此 结果 表明 , 电 偶 极 子 的 近 区 场 没有 电磁 功率 向 外 输出 。 应 该 指出 ,这 是 忽略 了 
场 表 示 式 中 的 次 要 因素 所 导致 的 结果 ,而 并 非 近 区 场 真 的 没有 净 功 率 向 外 输出 。 


(8.2.8) 
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8.2.2 电 偶 极 子 的 远 区 场 


7 全 4 即 kr 伟 1 的 区 域 称 为 远 区 ,在 此 区 域 中 


1 1 1 
pe Cp 


在 式 (8.2.4) 和 式 (8.2.5) 中 ,主要 是 含 志 的 项 起 作用 ,其 余 项 均 可 忽略 。 故 得 


三 . lp?sin 0 —j&r 
pe 1 4nxweor 


(8.2.9) 
将 = Yjos0 尼 = 全 以 及 加 = | 徊 代 和 式 (8.2.9) ,得 
I | 
五 = j sin ge iit 
| (8.2.10) 
~jkr 


可 见 , 远 区 场 与 近 区 场 完 全 不 同 。 
我 们 根据 式 (8.2.10) 对 远 区 场 的 性 质 作 如 下 讨论 ; 
QO 远 区 场 是 辐射 场 ,电磁 波 沿 径 向 辐射 。 远 区 的 平均 坡 印 廷 矢量 为 


$= FRe[E xH*]= Re[ eo x eH$] = e, FRe[ EoH? ] 


可 见 ,有 电磁 能 量 沿 径 向 辐射 。 

@ 远 区 场 是 模 电磁 波 (TEM 波 )。 远 区 的 电场 和 磁场 都 只 有 横向 分 量 
( 百 =eFE =esB), 下 与 互相 互 垂直 , 且 垂 直 于 传播 方向 。FEy 和 的 比值 
为 . 


Eo 
承 = 加 = 120rg 


@) 远 区 场 是 非 均匀 球面 波 。 相 位 因子 。 六 表明 波 的 等 相位 面 是 ”>= 常 数 ， 
的 球面 ,在 该 等 相位 面 上 ,电场 (或 磁场 ) 的 振幅 并 不 处 处 相等 , 故 为 非 均匀 球面 

@ 场 的 振幅 与 > 成 反比 ,这 是 由 于 电 偶 极 子 由 源 点 向 外 辐射 ,其 能 量 逐 浙 
扩散 。 

图 远 区 场 分 布 有 方向 性 。 方 向 性 因子 sin 0 表明 在 x = 常数 的 球面 上 ,9 取 
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不 同 的 数值 时 , 场 的 振幅 是 不 相等 的 。 在 电 偶 极 
子 的 轴线 方向 上 (0 = 0") , 场 强 为 零 ;在 垂直 于 电 
偶 极 子 轴线 的 方向 上 (6 = 90") , 场 强 最 大 。 通 常 300 
用 方向 图 来 形象 地 描述 这 种 方向 性 。 图 8.2.2 是 70。 
用 极 坐标 绘制 的 已 面 (电场 矢量 E 所 在 并 包含 最 

大 辐射 方向 的 平面 ) 方 向 图 ,角度 表示 方向 , 矢 径 240* 
表示 场 强 的 相对 大 小 。 图 8.2.3 是 鼠 面 (磁场 矢 
量 H 所 在 并 包含 最 大 辐射 方向 的 平面 ) 方 向 图 ， 
由 于 电 偶 极 子 的 轴 对 称 性 ,因此 在 这 个 平面 上 各 
方向 的 场 强 都 等 于 最 大 值 。 图 8.2.4 是 根据 
|sin 9 | 绘制 的 立体 方向 图 。 显 然 ,EF 面 方 向 图 和 本 面 方向 图 就 是 立体 方向 图 分 
别 沿 E 面 和 开 面 这 两 个 主 平面 的 剖面 图 。 


8.2.2 电 侦 极 子 的 屯 面 方向 图 


180” 


270° > 90° 


$=0° 
图 8.2.3 电 偶 极 子 的 玉 面 方向 图 图 8.2.4 电 偶 极 子 的 立体 方向 图 
”最 后 我 们 讨论 电 偶 极 子 的 辐射 功率 , 它 等 于 平均 坡 印 廷 矢量 在 任意 包围 电 
偶 极 子 的 球面 上 的 积分 , 即 


和 = 中 A 由 PE 
S S 2 
2 2 J 
i J pa bie 9] * er sin Gd0d$ 


27 区 2 
-| dy | nC) Sg 
0 0 A 
2 
=40m 记 [六 | 人 


可 见 , 电 偶 极 子 的 辐射 功率 与 电 长 度 定 有关。 
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辐射 功率 必须 由 与 电 偶 极 子 相 接 的 源 供 给 ,为 分 析 方 便 , 可 以 将 辐射 出 去 的 
功率 用 在 一 个 电阻 上 消耗 的 功率 来 模拟 ,此 电阻 称 为 辐射 电阻 。 辐 射电 阻 上 消 
耗 的 功率 为 


_ 了 工 y2 
下 人 


将 上 式 与 式 (8.2.11) 比 较 , 即 得 电 偶 极 子 的 辐射 电阻 
R, = sor(£) (8.2.12) 


辐射 电阻 的 大 小 可 用 来 衡量 天 线 的 辐射 能 力 ,是 天 线 的 电 参 数 之 一 。 
例 8.1.1 频率 f=10 MHz 的 功率 源 馈 送 给 电 侦 极 子 的 电流 为 25 A。 设 
电 偶 极 子 的 长 度 /=50 cm,(1) 分 别 计算 赤道 平面 上 离 原 点 50 m 和 10 km 处 的 
电场 强度 和 磁场 强度 ;(2) 计算 7 = 10 km 处 的 平均 功率 密度 ;(3) 计算 辐射 电 
阻 。 
3x108 _ 


2 让 eA 
解 : (1) 在 自由 空间 ,X 0 


故 >=50 m 的 点 属 近 区 场 , 据 式 (8.2.6) 和 式 (8.2.7) 得 
E,(0 =90") =0 


Ll 
4nweor’ 


Es(0 =90°) = 一 j 


ER 25 x 50 x 10™ 
1 ar x 2r x 10 x 10eo x 503 


=— 1i0.014 V/m 


。 hn _ 253X50X10- 
0 4r7r2 4r x 50” 


而 ”>=10 km 的 点 属 远 区 场 , 据 式 (8.2.10) 得 


= 0.398 x 10 3 A/m 


Eo(0 三 90”) 二 ] 2 


. 25 x 50 x 103 


2 3 
2 x 12 -jx10x10 
12x30x10x103 Ee 


=7.854 X 10-3e-i(2.1x10-##) Vm 


I  -; 
e jer 
Tr 


Hi(9 =90°) =13 


=20.83 x 10-6e-i(2:1x10- 香 } A ym - 
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(2) $,, =RelE x H’] 


1 
2 
FRef eo7.854 x 10-3eri(2.000 和) x 0s20.83 x 10-50 (710-#)] 


= @,81.8 x 10°” W/m 


2 和 
(3) R, =80® |( = 80® (™ 人 Qn=0.20 


虽然 迄今 为 止 在 自然 界 中 还 没有 发 现 与 电荷 .电流 相对 应 的 真实 的 磁 荷 、 磁 
流 ,但 是 ,如 果 我 们 引信 磁 荷 与 磁 流 的 概念 ,将 一 部 分 原来 由 电荷 和 电流 产生 的 
电磁 场 用 能 够 产生 同样 电磁 场 的 等 效 磁 荷 和 等 效 磁 流 来 取代 ,即将 “电源 ” 换 成 
等 效 “ 磁 源 ”, 有 时 可 大 大 简化 问题 的 分 析 计 算 。 
引入 磁 荷 和 磁 流 的 概念 以 后 ,麦克 斯 韦 方程 组 就 以 对 称 的 形式 出 现 : 
aF 


VxH=e3t (8.3.1) 
VxE=-pyo -J (8.3.2) 
V.H= pn/ (8.3.3) 
V.E= po./e (8.3.4) 


式 中 下 标 m 表示 “ 磁 量 ”, 下 标 。 表示 “电量 ”"。J ,是 磁 流 密度 ,其 量 纲 为 V/m? 
( 伏 / 米 *) ;om 是 磁 荷 密度 ,其 量 纲 为 Wbyms( 志 伯 / 米 3?)。 | 
式 (8.3.1) 等 式 右 边 用 正 号 , 表示 电流 与 磁场 之 间 是 右手 螺旋 关系 ; 式 
(8.3.2) 等 式 右边 用 负 号 ,表示 磁 流 与 电场 之 间 是 左手 螺旋 关系 。 
将 电场 E( 或 磁场 吾 ) 看 成 是 由 电源 (po。 Je) 产生 的 电场 E.( 或 磁场 了 H.) 与 
由 磁 源 (pw、J) 产 生 的 电场 E,,( 或 磁场 了 H;,) 之 和 , 即 
E= E.+E,.,H= H.+H, (8.3.5) 


则 有 


(8.3.6) 
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VvV E.= 2 五 mn Vv H_ = 
| x mK oat ee a my 
(8.3.7) 
9 
V x Hn = eT", VyV.FE,.=0 


从 这 些 式 子 可 以 看 出 电量 和 磁 量 具有 对 偶 性 (又 称 为 二 重 性 )。 也 就 是 说 ,如 果 
我 们 作 如 下 代 换 : z 
E.~ — H,.Hem EJ np Tom eT Ne (8.3.8) 
由 方程 组 (8.3.6) 即 可 得 到 方程 组 (8.3.7) ,反之 亦 然 。 即 通过 式 (8.3.8) 的 对 偶 
量 代 换 ,就 可 以 由 一 种 源 产 生 的 电磁 场 直 接 得 到 另 一 种 源 产 生 的 电磁 场 。 
类 似 地 ,对 应 于 矢量 电位 4 有 矢量 磁 位 4w; 对 应 于 标量 电位 有 标量 磁 位 
om, 即 对 应 于 


H. = 3 VxA 
| 本 (8.3.9) 
E.=— 一 
有 
Es =- VxAn 
(8.3.10) 
094 
Hon=-YVYygm- 可 
当 电 源 量 和 磁 源 量 同时 存在 时 ,总 场 量 应 为 它们 分 别 产生 的 场 量 之 和 : 
E=- Vo- 人 -TvVxA, 
| (8.3.11) 
一 一 Vonm 一 An 再 二 VxA 
H = Pm Di 4 
此 外 ,在 分 界面 上 ,相应 于 
{ 二 en Xx (HI i H,) 
(8.3.12) 
os = er (Di — D,) 
有 
1 三 一 enxX (EI 2 E,) 
(8.3.13) 


psm = en (BI — B,) 
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磁 偶 极 子 又 称 磁 流 元 ,其 实际 模型 是 一 个 小 电流 圆 环 , 如 图 8.4.1(a) 所 示 ， 
它 的 周 长 远 小 于 波长 , 且 环 上 载 有 的 时 谐 电流 处 处 等 幅 同 相 , 表 示 为 


i(t) = Tcos wt = Rel Te”:] 


(a) 小 电流 环 (b) 等 效 磁 矩 


图 8.4.1 小 电流 环 及 其 等 效 磁 矩 
磁 偶 极 子 产生 的 电磁 场 可 以 采用 与 8.2 节 类 似 的 方法 求 得 ,也 可 应 用 电 与 
磁 的 对 偶 性 直接 由 电 侦 极 子 的 电磁 场 求 得 。 下 面 就 根据 电磁 对 偶 性 来 导出 磁 偶 
极 子 的 远 区 辐射 场 。 
磁 偶 极 子 的 磁 偶 极 和 天 (简称 磁 矩 ) pa 与 小 环 上 电流 i 的 关系 为 
有 nm = Spuoi (8.4.1) 


式 中 的 $= esrc“ 是 小 环 的 面积 矢量 ,单位 矢量 e, 的 方向 与 环 电流 i 成 右手 螺旋 
关系 。 

”由 于 我 们 只 讨论 小 环 电流 的 远 区 场 ,满足 > 六 au, 故 可 把 小 环 电流 看 成 一 个 
时 变 的 磁 偶 极 子 , 磁 偶 极 子 上 的 磁 荷 分 别 为 + gs 和 一 g%, 二 者 相距 为 1, 如 图 
8.4.1(b)。 因 此 


pm = qml = enqml (8.4.2) 
将 式 (8.4.2) 与 式 (8.4.1) 比 较 ,得 


(8.4.3) 
于 是 磁 荷 间 的 假想 磁 流 为 


和 (8.4.4) 
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表示 为 复数 形式 
wrod 
L 
根据 电磁 对 偶 原 理 , 自 由 空间 的 磁 偶 极 子 与 自由 空间 的 电 偶 极 子 取 如 下 的 
对 偶 关 系 : 


1, = j (8.4.5) 


Ho In™ Eo | 和 Es | mn< Hy ls 
dme>9， me 了 (8.4.6) 


HA0“ 60， H0 “60 


式 中 的 下 标 e 和 m 分 别 对 应 于 电源 量 和 磁 源 量 。 
将 式 (8.2.10) 表 示 的 电 偶 极 子 的 远 区 场 写 为 


.I /uo 


Fe |。 二 Ji ES Qe-iker 
> 
Hs |。 = 1 3717 sin Oe 
利用 式 (8.4.6) 的 对 偶 关 系 得 出 磁 偶 极 子 的 远 区 场 
于 
Nol 3 i 
将 式 (8.4.5) 代 入 上 式 , 即 得 
SI 
Es = 人 sin Oe i 
(8.4.7) 


可 见 , 磁 偶 极 子 的 远 区 辐射 场 也 是 非 均 匀 球 面 波 ; 波 阻 抗 也 等 于 120x 0Q; 辐 射 也 
有 方向 性 。 

应 当 注 意 , 磁 偶 极 子 的 EE 面 方向 图 与 电 偶 极 子 的 互 面 方 向 图 相同 ,而 及 面 
方向 图 与 电 侦 极 子 的 EE 面 方向 图 相同 。 

磁 偶 极 子 的 总 辐射 功率 为 


Pp.= 8s,.ds=4 Es 
S -S 2 


将 式 (8.4.7) 代 人 上 式 得 
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_ 卫 . = 160x 王 [总 | Ww (8.4.8) 
辐射 电阻 为 


号 ] a (8.4.9) 


天 线 的 技术 性 能 是 用 若干 参数 来 描述 的 ,了 解 这 些 参数 以 便于 正确 设计 或 
选用 天 线 。 通 常 是 以 发 射 天 线 来 定义 天 线 的 基本 参数 的 ,这 些 参数 将 描述 天 线 
把 高 频 电 流 能 量 转换 成 电磁 波 能 量 并 按 要 求 辐射 出 去 的 能 力 。 

1. 方向 性 函数 和 方向 性 图 

天 线 辐射 特性 与 空间 坐标 之 间 的 函数 关系 式 称 为 天 线 的 方向 性 函数 。 根 据 
方向 性 函数 绘制 的 图 形 则 称 为 天 线 的 方向 性 图 。 

通常 ,人 们 最 关心 的 辐射 特性 是 在 半径 一 定 的 球面 上 , 随 着 观察 者 方位 的 变 
化 ,辐射 能 量 在 三 维 空间 分 布 。 因 此 ,可 以 这 样 来 定义 天 线 的 方向 性 函数 :在 离 
开 天 线 一 定 距离 处 ,描述 天 线 辐 射 场 的 相对 值 与 空间 方向 的 函数 关系 , 称 为 方向 
性 函数 ,表示 为 f(9,$)。 

为 便于 比较 不 同 天 线 的 方向 特性 ,通常 采用 归 一 化 方向 性 函数 。 定 义 为 
人 
式 中 的 | 五 (0,g) | 为 指定 距离 上 某 方向 (0,%) 的 电场 强度 值 , | 已 wsx| 为 同一 距离 
上 的 最 大 电场 强度 值 ;f(0,$)|m。x 为 方向 性 函数 的 最 大 值 。 

例如 , 电 偶 极 子 的 归 一 化 方向 性 函数 为 F(0,g) = |sin 9|。 

根据 归 一 化 方向 性 函数 可 以 绘制 归 一 化 方向 性 图 ,如 图 8.2.2 一 图 8.2.4 
表示 的 电 偶 极 子 的 面 方向 图 \ 癸 面 方向 图 和 立体 方向 图 。 

为 了 讨论 天 线 的 辐射 功率 的 空间 分 布 状况 ,引入 功率 方向 性 函数 Fe (9， 
$) , 它 与 场 强 方向 性 函数 下 (9,$) 间 的 关系 为 

F,(0,$) = F*(0,$) (8.5.2) 


实际 应 用 的 天 线 的 方向 性 图 要 比 电 偶 极 子 的 方向 性 复杂 ,出现 很 多 波光, 分 
别称 为 主 狼 和 副 狼 ,有 时 还 将 主 瓣 正 后 方 的 波 鸭 称 为 后 准 。 图 8.5.1 所 示 为 某 
天 线 的 EE 面 功率 方向 性 图 。 


F(0,$) = 
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半 功 率 点 


半 功 率 波 束 宽度 
(HPBW) 


图 8.5.1 典型 的 功率 方向 图 
在 对 各 种 天 线 的 方向 图 特性 进行 定量 比较 时 ,通常 考虑 以 下 几 个 参数 : 
(1) 主办 宽度 
主 准 轴线 两 侧 的 两 个 半 功率 点 | 即 功率 密度 下 降 为 最 大 值 的 一 半 或 场 强 下 


降 为 最 大 值 的 - 方 ) 的 矢 径 之 间 的 夹 角 , 称 为 主 钴 宽度 , 表示 为 200.s( 下 面 ) 或 


2go.5( 五 面 ) ,如 图 8.5.1 所 示 。 主 办 宽度 愈 小 ,说 明天 线 辐射 的 能 量 愈 集中 , 定 
向 性 愈 好 。 电 偶 极 子 的 主 为 宽度 为 90"。 

(2) 副 办 电 平 

最 大 副 辩 的 功率 密度 S; 和 主 斩 功率 密度 So 之 比 的 对 数值 , 称 为 副 瓣 电 
平 ,表示 为 


S 
SLL = 10 [时 dB (8.5.3) 
0 


通常 要 求 副 辩 电 平 尽 可 能 低 。 

(3) 前 后 比 

主 辩 功 率 密度 So 与 后 办 功率 密度 Ss 之 比 的 对 数值 , 称 为 前 后 比 ,表示 为 

FB = 10 lg (3) dB , (8.5.4) 

通常 要 求 前 后 比 尽 可 能 大 。 

2. 方向 性 系数 

在 相等 的 辐射 功率 下 , 受 试 天 线 在 其 最 大 辐射 方向 上 某 点 产生 的 功率 密度 
与 一 理想 的 无 方向 性 天 线 在 同一 点 产生 的 功率 密度 的 比值 ,定义 为 受 试 天 线 的 
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方向 性 系数 。 表 示 为 


S max 
50 


2 
a Ernax 


_ 2 
P=P, Es 


式 中 的 P, 和 Pw 分 别 为 受 试 天 线 和 理想 的 无 方向 性 天 线 的 辐射 功率 。 
受 试 天 线 的 辐射 功率 为 


D = 


P,=P, 


和 2 
关 = | 人 =4 1E(0,$) ec 
S S 2 70 


一 过 | [LEwoF?(0,$)]r?sin gd0ds$ 
0 


270 Jo 
E22 7 2r fr 5 . 
= 32 上 | (0,$)sin 9d0d$ 
故 
FE2 = 240xP. 


27 fx 
”| | °F2(0,$)sin Gd0dy 


而 理想 的 无 方向 性 天 线 的 辐射 功率 为 


FE2 E272 
we 2 0 A 
Po = So X 4nxr”’ = 5 x 47” 三 60 
故 
60P 
Re 
交 
则 
FE? 4 工 
D= E? 


~ fr2rx fr 
P,=P。 | | F2(0,$)sin 0dgdg 


上 式 为 计算 天 线 方 向 性 系数 的 公式 。 
根据 式 (8.5.5) 得 


60P。 
FE2 = DEi= Dx 3 
即 
FE ~ 60DP., 


(8.5.5) 


(8.5.6) 


(8.5.7) 
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对 于 无 方向 性 天 线 ,D=1, 得 
Es = En (8.5.8) 


r P=P 


0 


比较 式 (8.5.7) 和 式 (8.5.8) 可 看 出 , 受 试 天 线 的 方向 性 系数 表征 该 天 线 在 其 最 
大 辐射 方向 上 比 无 方向 性 天 线 而 言 将 辐射 功率 增 大 的 倍数 。 
例 8.5.1 计算 电 偶 极 子 的 方向 性 系数 。 
解 : 电 偶 极 子 的 归 一 化 方向 性 函数 为 
F(0,$) =| sin 0 | 


故 
Ns =1.5 
| | sin2b0sin Gd0d$ 
0 0 
车 用 分 贝 表 示 , 则 为 D=10 lgl.5 dB=1.76 dB。 
3. 效率 
天 线 的 效率 定义 为 天 线 的 辐射 功率 P, 与 输入 功率 P;, 的 比值 ,表示 为 


i 
7A Pp P.+P 
式 中 的 Pi 为 天 线 的 总 损耗 功率 ,通常 包括 天 线 导 体 中 的 损耗 和 介质 材料 中 的 损 
耗 。 
与 把 天 线 向 外 辐射 的 功率 看 作 是 被 某 个 电阻 吸收 的 功率 一 样 ,把 总 损耗 功 
率 也 看 作 电阻 上 的 损耗 功率 ,该 电阻 称 为 损耗 电阻 Ri。 则 有 


1 1 
PP FBR,, Pr = SL RE 


(8.5.9) 


故 天 线 的 效率 可 表示 为 
Pp, R, 
MAT P+P: R+RI 
可 见 ,要 提高 天 线 的 效率 ,应 尽 可 能 增 大 辐射 电阻 和 降低 损耗 电阻 。 
4. 增益 系数 
在 相同 的 输入 功率 下 , 受 试 天 线 在 其 最 大 辐射 方向 上 某 点 产生 的 功率 密度 
与 一 理想 的 无 方向 性 天 线 在 同一 点 产生 的 功率 密度 的 比值 ,定义 为 该 受 试 天 线 
的 增益 系数 。 表 示 为 


(8.5.10) 


S E? 
G = ~ = 一 (8.5.11) 


于 2 = 
So 了 上 二 二 En Eo Ps 也 in 
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式 中 的 Pa 和 Pi 分 别 为 受 试 天 线 和 理想 的 无 方向 性 天 线 的 输入 功率 。 
考虑 天 线 效 率 的 定义 ,可 得 


人 (8.5.12) 
以 及 
/60GP. 
下 wx = 人 (8.5.13) 


对 于 无 方向 性 天 线 D =1, 若 w=1, 故 G=1, 则 
~ 60Pino 


总 入 | (8.5.14) 


r 


例如 ,为 了 在 空间 一 点 M 处 产生 某 特 定 值 的 场 强 , 若 采 用 无 方向 性 天 线 来 发 射 
需 输入 10 W 的 功率 ;但 采用 增益 系数 G = 10 的 天 线 发 射 , 则 只 需 输入 1 W 的 


功率 。 
5. 输入 阻抗 
天 线 的 输入 阻抗 定义 为 天 线 输 入 端的 电压 与 电流 的 比值 ,表示 为 
Zi = 了 = Ri + jXs (8.5.15) 


式 中 的 Ri 表示 输入 电阻 , Xi 表示 输入 电抗 。 

天 线 的 输入 端 是 指 天 线 通过 使 线 与 发 射 机 (或 接收 机 ) 相 连 时 ,天 线 与 馈线 
的 连接 处 。 天 线 作 为 馈线 的 负载 ,通常 要 求 达到 阻抗 匹配 。 

天 线 的 输入 阻抗 是 天 线 的 一 个 重要 参数 , 它 与 天 线 的 几何 形状 、 激 励 方式 、 
与 周围 物体 的 距离 等 因素 有 关 。 只 有 少数 较 简单 的 天 线 才 能 准确 计算 其 输入 阻 
抗 ,多 数 天 线 的 输入 阻抗 则 需 通过 实验 测定 ,或 进行 近似 计算 。 

6. 有 效 长 度 

天 线 的 有 效 长 度 是 衡量 天 线 辐射 能 力 的 又 一 个 参数 , 它 的 定义 是 :在 保持 实 
际 天 线 最 大 辐射 方向 上 的 场 强 不 变 的 条 件 下 ,假设 天 线 上 的 电流 为 均匀 分 布 , 电 
流 的 大 小 等 于 输入 端的 电流 ,此 假想 天 线 的 长 度 1。 即 称 为 实际 天 线 的 有 效 长 
度 , 如 图 8.5.2 所 示 。 

7. 极 化 

天 线 的 极 化 特性 是 天 线 在 其 最 大 辐射 方向 上 电场 矢量 的 取向 随时 间 变 化 的 
规律 。 正 如 在 波 的 极 化 中 已 讨论 过 的 , 极 化 就 是 在 空间 给 定 上 电场 矢量 的 端点 
随时 间 变 化 的 轨迹 。 按 轨迹 形状 分 为 线 极 化 、 圆 极 化 和 椭圆 极 化 。 

线 极 化 天 线 又 分 为 水 平 极 化 (电场 方向 与 地 面 平行 ) 和 垂直 极 化 (电场 方向 
与 地 面 垂 直 ) 天 线 。 圆 极 化 天 线 又 分 为 右 旋 圆 极 化 和 左旋 圆 极 化 天 线 。 通 常 , 偏 
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Z 
7T=7G) l= 
I 
[A 


(a) 实际 天 线 (b) 假想 天 线 


图 8.5.2 天 线 的 有 效 长 度 


离 最 大 辐射 方向 时 ,天 线 的 极 化 将 随 之 改变 。 

8. 频带 宽度 

天 线 的 所 有 电 参 数 都 与 工作 频率 有 关 , 当 工作 频率 偏离 设计 的 中 心 频率 时 ， 
往往 要 引起 电 参 数 的 变化 。 例 如 ,工作 频率 改变 时 ,将 会 引起 方向 图 畸变 、 增 益 
系数 降低 ,输入 阻抗 改变 等 。 

天 线 的 频带 宽度 的 一 般 定义 是 : 当 频 率 改变 时 ,天 线 的 电 参 数 能 保持 在 规定 
的 技术 要 求 范围 内 ,将 对 应 的 频率 变化 范围 称 为 该 天 线 的 频带 宽度 ,简称 带宽 。 

由 于 不 同 用 途 的 电子 设备 对 天 线 的 各 个 电 参 数 的 要 求 不 同 , 有 时 又 根据 各 
.个 电 参 数 来 定义 天 线 的 带宽 。 例 如 ,阻抗 带宽 增益 带宽 等 。 


对 称 天 线 由 两 辟 长 各 为 1 、 半 径 为 a 的 直 导 线 或 金属 管 构成 ,如 图 8.6.1 所 
示 , 它 的 两 个 内 端点 为 馈 电 点 。 对 称 天 线 是 一 种 应 用 广泛 的 基本 线形 天 线 , 它 既 
可 单独 使 用 ,也 可 作为 天 线 阵 的 组 成 单元 。 


图 8.6.1 对 称 天 线 的 辐射 场 计算 
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8.6.1 对 称 天 线 上 的 电流 分 布 
要 计算 天 线 的 辐射 场 ,需要 知道 天 线 上 的 电流 分 布 ,这 是 一 个 较为 复杂 的 问 
题 。 理 论 和 实践 都 已 证 明 ,对 于 细 导 线 构 成 的 对 称 天 线 , 可 将 其 看 成 是 末端 张 开 
的 平行 双 线 传输 线形 成 的 ,并 用 末端 开路 传输 线 上 的 电流 分 布 来 近似 对 称 天 线 
上 的 电流 分 布 , 即 
I(z) =Isin[k(1 ~1z1)],lIzI<! 
Isin[g(1 — z)], 0<z<1 (8.6.1) 
i +z)], -li<z<0 


式 中 的 k= 年 是 相位 常数 。 图 8.6.2 绘 出 三 种 不 同 长 度 的 对 称 天 线 上 的 电流 分 


布 ,箭头 表示 电流 方向 。 


(a) 21= 子 (6) 21=4 (0 21= 和 34 


图 8.6.2 对 称 天 线 上 的 电流 分 布 


8.6.2 对 称 天 线 的 辐射 场 


将 对 称 天 线 看 成 由 许多 电流 元 I(z)dz 组 成 ,每 个 电流 元 就 是 一 个 电 侦 极 
子 。 因 此 ,对 称 天 线 的 辐射 场 就 是 这 许多 电 侦 极 子 辐射 场 的 个 加 。 因 为 观察 点 
远离 天 线 , 故 天 线 上 每 个 电流 元 至 观察 点 的 射线 近似 平行 ,各 电流 元 在 观察 点 产 
生 的 辐射 场 也 是 同方 向 的 。 

利用 8.2 节 导 出 的 电 偶 极 子 辐射 场 公式 (8.2.9) ,可 得 到 图 8.6.1 中 的 电流 
元 I(z)dz 在 远 区 观察 点 产生 的 辐射 电场 为 
_ .60xlsin[k(7 -| > 1)jdz . 
= j 1 Si 


由 于 考察 点 在 远 区 ,可 将 r 与 六 视 为 平行 ,上 式 振幅 项 中 的 ~ 取 ” sr; 相位 项 


dEs n Ge ie” (8.6.2) 
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e jt 中 的 7 取 r 之 r 一 zcos 9, 故 对 称 天 线 的 辐射 场 为 


jkr 1 | 
Ee= 区 dE4 = j Osing | sin[k(7 -| z |) le ?dz 
一 


a ! [sse cos( ki ) [Gi (8.6.3) 
可 见 ,对 称 天 线 的 归 一 化 方向 性 函数 为 
人 cos( klcos 0) 一 cos( 有) 


sin 0 


(8.6.4) 


图 8.6.3 绘 出 不 同 长 度 的 对 称 天 线 的 归 一 化 方向 图 (E 面 )。 由 于 结构 的 对 称 
性 ,方向 图 与 $ 无 关 , 即 及 面 方向 图 是 圆 。 


2 a 2 
人 21= 疙 (b) 21=4 (9 21=34 


图 8.6.3 ”对称 天 线 的 五 面 方向 图 
8.6.3 半 波 对 称 天 线 


半 波 天 线 是 应 用 最 广 的 对 称 天 线 。 将 27 = 分 代入 式 (8.6.4)， 即 得 到 半 波 
天 线 的 归 一 化 方向 性 函数 


os (Fe0s 0) 
COS 7 cos 0 
F(0,$) = (8.6.5) 


Sin 0 
方向 性 图 如 图 8.6.3(a) 所 示 , 主 斩 宽度 为 2900.5=78"。 
半 波 天 线 的 辐射 场 可 由 式 (8.6.3) 取 /= 所 得 到 


607 cos| 了 cos 0 
] 


op 一 em 好 (8.6.6) 
r Sin 人 
半 波 天 线 的 辐射 功率 为 


2 
。 全 2 
P, = = 中 s。 .45 = Fx | 『 | El127r2sin Gd0d$ = 36.541* W 
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故 得 半 波 天 线 的 辐射 电阻 为 
2P. 
R,= -天 = 73.10 
半 波 天 线 的 方向 性 系数 为 
D > "27 fn A 之 = 1.64 
| [eos (eos 9 )/sin 9 | sin Gd0d$ 


用 分 贝 表 示 则 为 D=10 lg1.64 dB=2.15 dB。 


天 线 阵 是 将 若干 个 天 线 按 一 定 规律 排列 组 成 的 天 线 系 统 。 利 用 这 种 天 线 系 
统 可 以 获得 所 期 望 的 辐射 特性 ,诸如 更 高 的 增益 、 需 要 的 方向 性 图 等 。 组 成 天 线 
阵 的 独立 单元 称 为 阵 元 ,排列 的 方式 有 直线 阵 .平面 阵 等 。 

天 线 阵 的 辐射 特性 取决 于 阵 元 的 形式 数目 、 排 列 方式 间距 以 及 各 阵 元 上 
的 电流 振幅 和 相位 等 。 本 节 只 讨论 由 相似 元 组 成 的 直线 阵 。 所 谓 相 似 元 ,是 指 
各 阵 元 的 类 型 .尺寸 .放置 方位 都 相同 。 


8.7.1 方向 图 相 乘 原理 


最 简单 的 天 线 阵 是 由 两 个 相距 较 近 、 取 向 一 致 的 阵 元 组 成 的 二 元 阵 。 图 
8.7.1 表示 两 个 沿 z 轴 取 向 、 沿 z 轴 排 列 的 对 称 天 线 构成 的 二 元 阵 ,间距 为 4。 
设 阵 元 1 的 激励 电流 为 五 , 阵 元 2 的 激励 电流 为 


1» = mflies 
式 中 的 m 是 两 阵 元 激励 电流 的 振幅 比 ,& 是 两 阵 元 激励 电流 的 相位 差 。 


P(r,0,9) 


(rsing, 子 ， 内) 


图 8.7.1 二 元 阵 


这 样 一 个 二 元 阵 的 辐射 场 就 等 于 两 个 阵 元 的 辐射 场 的 矢量 和 。 由 于 观察 点 
书 远 离 阵 中 心 , 因 而 可 近似 认为 矢 径 r1 与 rs 相互 平行 。 故 两 个 阵 元 在 观察 点 产 
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生 的 电场 都 是 沿 ey 方向 的 , 即 


601 
E! = ejj 有 他， $)e i (8.7.1) 


601, 
E, = egj 7 Fa(0, $)e i (8.7.2) 


式 中 


cos(klcos 0) — cos( ki) 
sin0 


F1(0,$) = F,(0,$) = 
另外 ,只 要 观察 点 远离 天 线 阵 ,就 可 作 如 下 近似 : 
二 一 六 (对 振幅 项 ) 


71 
r2 zx ri— dsin Ocos$ (对 相位 项 ) 


因此 , 式 (8.7.2) 可 表示 为 


60mlies , , 
五 2 三 egj i gcos $) 
1 


(8.7.3) 
三 ejj ep,(0, $)e me gcosg 一 mEieY 
式 中 的 y= &+ kdsin bcos $, 它 表示 观察 点 P 处 的 电场 El 与 五 :之 间 的 相位 差 ， 
包括 两 阵 元 激励 电流 的 相位 差 & 以 及 由 两 阵 元 辐射 的 波 程 差 引起 的 相位 差 。 
观察 点 P 的 合成 电场 为 


060 五 
五 三 Ei 十 E, = = 五 1(1 事 Meiy) = 一 eg] 7 PF1(0, $)e- jtr: (1 十 Meiy) 


(8.7.4) 
取 其 模 
EI= TIF(O DI + mi +2meos yl? = OF(0,$) . Fa(0,$) 
(8.7.5) 
式 中 


Fa(0,$)= [1+ m’ +2mcos gy] 
= [1 + m? +2mcos(€ + kdsin gcos $)1” (8.7.6) 
称 为 阵 因子 , 它 仅 与 各 阵 元 的 排列 ,激励 电流 的 振幅 和 相位 有 关 , 而 与 阵 元 无 关 。 
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Fi(0,g) 称 为 元 因子 , 它 只 与 阵 元 本 身 的 结构 和 取向 有 关 。 
式 (8.7.5) 表 明 二 元 阵 的 方向 性 函数 等 于 阵 因 子 和 元 因子 的 乘积 ， 这 就 是 方 
向 图 相 乘 原理 。 这 个 原理 对 N 元 相似 阵 也 适用 。 


8.7.2 均匀 直线 阵 


均匀 直线 阵 是 指 天 线 阵 的 各 阵 元 结构 相同 ,并 以 相同 的 取向 和 相等 的 间距 
排列 成 直线 ,各 个 阵 元 的 激励 电流 振幅 相等 ,相位 则 沿 阵 的 轴线 以 相同 的 比例 递 
增 或 递减 的 天 线 阵 ,如 图 8.7.2 所 示 。 


至 观察 点 P 


图 8.7.2 均匀 直线 阵 
NN 个 阵 元 沿 z 轴 排 列 ,两 相 邻 阵 元 的 间距 为 4 ,激励 电流 相位 差 为 &。 图 中 
的 7 为 电波 射线 与 阵 轴 线 之 间 的 夹 角 。 类 似 于 二 元 阵 的 分 析 , 相 邻 两 阵 元 辐射 
场 的 相位 差 为 
= E+ Rdcos y (8.7.7) 
以 阵 元 1 为 参考 , 则 阵 元 2 的 辐射 场 的 相位 差 为 y, 阵 元 3 的 辐射 场 的 相位 
差 为 2y,… , 依 此 类 推 ,天 线 阵 的 辐射 场 为 
E= E+E,+ Es3t+:+ En 


= Ei[l + et + ea + e394. 4 O(N-DY] (8.7.8) 
利用 等 比 级 数 求 和 公式 , 式 (8.7.8) 可 表示 为 
1 -eM 
F111 | 所 =|IElfy . (8.7.9) 
式 中 
sin 2 
fn = (8.7.10) 
sin 罗 


称 为 N 元 均匀 直线 阵 的 阵 因子 。 而 - 
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sin 党 
a 1 = N 
Nmax lim sn 此 
故 NN 元 均匀 直线 阵 的 妇 一 化 阵 因 子 为 
1 sin 2 池 
NO = 六 一 (8.7.11) 
sin 7 


可 见 ,均匀 直线 阵 的 归 一 化 阵 因 子 Fy(y) 是 y 的 周期 函数 ,周期 为 2r。 在 0 一 
2x 的 区 间 内 , 阵 因 子 方向 图 将 出 现 主办 和 多 个 副 瓣 。 

应 用 较为 广泛 的 均匀 直线 阵 是 边 射 阵 ( 最 大 辐射 方向 垂直 于 阵 的 轴线 ) 和 端 
射 阵 ( 最 大 辐射 方向 沿 着 阵 的 轴线 )。 


与 线形 天 线 不 同 , 面 形 天 线 所 载 的 电流 是 分 布 在 构成 天 线 的 金属 导体 表面 
上 , 且 天 线 的 口径 尺寸 远大 于 波长 。 对 于 反射 面 天 线 通 常 由 馈 源 和 反射 面 构成 。 
分 析 这 类 天 线 的 辐射 场 的 严格 解 方法 是 求解 满足 麦克 斯 韦 方程 组 和 边界 条 件 的 
解 ,这 是 一 个 十 分 复杂 的 过 程 。 通 常 采用 以 下 两 种 近似 方法 : 

感应 电流 法 一 一 先 求 出 在 馈 源 照射 下 反射 面 上 的 感应 电流 分 布 , 然 后 计算 
此 电流 分 布 在 外 部 空间 产生 的 辐射 场 。 

口径 场 法 一 一 先 作 一 个 包围 馈 源 的 封闭 
面 ,由 给 定 的 馈 源 求 出 此 封闭 面 上 的 场 分 布 
( 称 为 解 内 场 问 题 ); 然 后 再 利用 该 封闭 面 上 
的 场 分 布 求 出 外 部 空间 的 辐射 场 ( 称 为 解 外 
场 问 题 )。 

如 图 8.8.1 所 示 , 封 闭 面包 括 金属 反射 
面 S“ 和 虚线 表示 的 口径 面 $ 。 由 于 在 金属 面 
S” 的 外 表面 上 场 量 为 零 , 因 此 求解 外 场 时 就 
可 只 由 S' 面 上 的 场 量 来 进行 计算 。 为 便于 计 ”图 8.8.1 面 天 线 示意 图 
算 ,一 般 用 平面 口径 面 S 代替 S’。 


8.8.1 惠 更 斯 元 的 辐射 


惠 更 斯 原理 : 波 在 传播 过 程 中 ,任意 等 相位 面 上 各 点 都 可 以 袖 为 新 的 次 级 波 
源 。 在 任意 时 刻 , 这 些 次 级 波源 的 子 波 包 络 就 是 新 的 波 阵 面 。 换 句 话 说 ,我 们 可 
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以 不 知道 源 分 布 ,只 要 知道 某 一 一 等 相位 面 的 场 分 布 ， 仍然 可 求 出 空间 任意 点 的 场 


分 布 。 

菲 涅 尔 原理 : 非 涅 尔 进一步 指出 ,空间 
P 点 的 场 强大 小 等 于 各 次 波源 在 该 点 产生 
的 场 的 到 加 ,而 这 些 次 波源 不 一 定 在 同一 等 
相位 面 上 ,只 要 计 及 它们 各 自 的 相位 即 可 。 

惠 更 斯 元 是 分 析 面 天 线 的 基本 辐射 元 。 
根据 惠 更 斯 原理 ,将 口径 面 S 分 割 成 许多 
面 元 ,这些 面 元 就 是 惠 更 斯 元 。 如 图 8.8.2 


所 示 , 面 元 dS=e,dzdy 位 于 zy 平面 上 , 设 


面 元 上 有 均匀 分 布 的 切 向 电场 ,和 切 向 磁 
场 昌 ,。 根 据 电 磁场 的 等 效 原理 , 囊 更 斯 元 


P(x,y,2) 


a es 


图 8.8.2 惠 更 斯 元 及 其 坐标 


上 的 磁场 瓦 -可 等 效 为 一 电流 元 js ,而 电场 E, 可 等 效 为 一 磁 流 元 J is, 且 
Js = es Xx H= e,. xX eH, = esH., (8.8.1) 
Juns =— es XE=- eX ek,= ex (8.8.2) 


与 面 电流 Js 对 应 Y 的 电 侦 极 子 的 电流 为 1= ,dx ,与 面 电 流 Jus 对 应 的 磁 偶 极 子 
的 磁 流 为 1 = ,dy ,因此 , 惠 更 斯 元 可 视 为 相互 垂直 的 电 偶 极 子 和 磁 偶 极 子 的 
组 合 。 其 中 , 电 偶 极 子 沿 > 轴 , 长 度 为 dy, 电 流 大 小 为 Hdz ; 磁 偶 极 子 沿 x 轴 ， 


长 度 为 dz , 磁 流 大 小 为 下 ,dy。 


利用 本 章 8.2 节 得 到 的 沿 z 轴 放 置 的 电 偶 极 子 的 远 区 场 公式 ,可 得 到 这 里 


沿 y 轴 放 置 的 电 偶 极 子 的 远 区 场 为 
五 = 一 ]j $Yy( egcos gsin $ + escos $)e i 
(8.8.3) 
H =—] 2 (— egcos $ + eycos gsin $)e ji 各 
同样 ,利用 本 章 8.4 节 的 结果 得 到 这 里 沿 z 轴 的 磁 偶 极 子 的 远 区 场 为 
五 = 一 ] (oosih $ + eycos gcos $)e i 
| (8.8.4) 
H =-—j 2 (eocos Geos $ — essin $)e i*” 


式 中 的 1= Hsdz, 1,= Eydy 并 考虑 到 字 = 


加 即 得 惠 更 斯 元 的 远 区 辐射 场 


7, 则 由 式 (8.8.3) 和 式 (8.8.4) 苇 
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五 ,dS 
dE = j F717 Leosin $(1 +cos 0)+ escos.$(1 +cos 0)le i (8.8.5) 


在 已 面 ( 即 yOz 平面 ) 上 ,$=90°, 由 式 (8.8.5) 得 惠 更 斯 元 的 辐射 场 

dE Ig = ejj Pe + cos O)eier (8.8.6) 
在 开 面 ( 即 zxOz 平面 ) 上 ,$=0", 由 式 (8.8.5) 得 惠 更 斯 元 的 辐射 场 

dE lp = eyj ed + cos 0)e i (8.8.7) 


从 式 (8.8.6) 和 式 (8.8.7) 可 看 出 , 患 更 斯 元 的 两 个 主 平面 上 的 归 一 化 方向 


De 3 det (8.8.8) 


根据 上 式 画 出 归 一 化 方向 性 图 ,如 图 8.8.3 所 示 。 可 见 , 惠 更 斯 元 的 最 大 辐射 方 
向 与 面 元 相 垂直 。 


图 8.8.3 惠 更 斯 元 的 归 一 化 方向 性 图 


8.8.2 平面 口径 的 辐射 


实际 应 用 中 的 面 天 线 ,其 口径 面 多 为 平面 ,例如 喇叭 天 线 、 抛 物 面 天 线 等 ,所 
以 有 必要 讨论 平面 口径 的 辐射 。 

如 图 8.8.4 所 示 ,平面 口径 面 位 于 xOy 平面 上 ,口径 面积 为 S。 远 区 观察 
点 为 P(r,0,$), 面 元 dS 至 观察 点 的 距离 为 -。 将 惠 更 斯 元 dS 在 E 面 和 五 面 
的 辐射 场 沿 整个 口径 面积 分 , 即 得 到 平面 口径 面 的 远 区 辐射 场 。 由 式 (8.8.6) 和 
式 (8.8.7) 得 


ee 0) | Ee ds (8.8.9) 


P 一 1 
对 于 远 区 的 观察 点 P( 即 x 远 远 大 于 口径 尺寸 ) ,可 以 认为 了 与 r 近似 平行 , 故 得 
r rsin Ocos$— ysin sin (8.8.10) 
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oP (7,0, 9@) 


CN | 


图 8.8.4 平面 口径 面 
因此 ,平面 口径 面 的 远 区 辐射 场 一 般 表 示 式 为 


Ep (1 Oa 0)e- jkr | Be gcos $+y sin gsin ddr’dy’ (8.8. 11) 


-ja 
在 五 面 ( 即 yOz 平面 ) 上 ,#=90°, 则 得 


Ep lg = (1 + cos 0)e i*” | Ew rdzdy (8.8.12) 


a 
在 互 面 ( 即 xOz 平面 ) 上 ,$=0, 则 得 


Eply= E;, = (1 + cos 0)e -和 这 | Esdz’dy (8.8.13) 


二 ye 
利用 式 (8.8.12) 和 式 (8.8.13), 就 可 根据 给 定 的 口径 面 形状 及 口径 面 上 的 场 分 
布 计 算出 远 区 辐射 场 。 下 面 讨论 两 种 常见 情形 。 

1. 和 矩形 口径 面 

如 图 8.8.5 所 示 , 和 矩形 口径 面 的 尺寸 为 a x5。 设 口径 面 上 的 电场 沿 yy 轴 方 
向 且 均 匀 分 布 ( 即 EF, = Eo), 则 由 式 (8.8.12) 得 


a/2 


Eo i [87/2 a 
Ep le= Ee = | + cos 0)e 1 站 dz I pe y'sin gdy 


—a/2 


b/2 ，， 
= jj Eo + cos We | elky sin Od y’ (8.8.14) 
Ar -6/2 | 


同样 ,由 式 (8.8.13) 得 


bEo 
Ep ly = Es = j 01 + cos Oe | er sn bdz (8.8.15) 


-a/2 
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图 8.8.5 矩形 口径 面 


从 式 (8.8.14) 和 式 (8.8.15) 可 得 到 均匀 和 矩 形 口 径 面 辐射 场 的 归 一 化 方向 
性 函数 分 别 为 


(1+cos 0) sin yi 


Fe(0) = 8.8.16 
E(0) 7 J ( ) 
Re (8.8.17) 
2 多 . 
式 中 
_ kbsin 0 _ kasin 0 
一 2 ? 2 2 


图 8.8.6 表 示 如 = 风 随 4 变化 的 沿线 ,可 见 , 最 大 辐射 方向 在 y=0 处 ( 即 在 


0=0" 处 )。 可 以 证 明 , 当 对 和 委 都 较 大 时 ,均匀 矩形 口径 面 辆 射 场 能 量 集中 在 9 


角 较 小 的 圆锥 形 区 域内 。 
siny 
i” 


图 8.8.6 3 曲线 图 8.8.7 圆 形 口径 面 


2. 圆 形 口径 面 
如 图 8.8.7 所 示 , 面 元 dS 的 坐标 (z ,y ) 换 成 极 坐标 变量 表示 
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a 
y =psing (8.8.18) 
dS’ = dz'dy' = p’'d$’dp’” 
将 式 (8.8.18) 代 入 式 (8.8.10) 得 
r’ =r—p’sinO(cos $cosg +sin gsing) (8.8.19) 
对 于 玉 面 , 取 #$=90", 此 时 
r rp sin bsing 
对 于 和 面 , 取 #$=0°, 此 时 
r rr—p sin Ocosg 


则 由 式 (8.8.9) 得 


Eplg= Ee (1 + cos 0) 上 Ee sesin bsin #0’d$’do” (8.8.20) 


i 


Eply= Ey (1 + cos 0) | @ jkp sin gcos $0’d$’dp’ (8.8.21) 


a 


这 里 仍然 假设 口径 面 上 的 电场 沿 y 轴 方 向 , 若 再 假设 在 半径 为 a 的 圆 面积 上 场 
均匀 分 布 , 即 E,= Eo。 
另外 ,引用 以 下 关系 式 


必 元 网 本 ‘ 
@ -jkpsin bsin $ dp” 一 2rJo(CRo sin 0) 


[WAG = afi(a) 


式 中 的 Jo(z) 和 J1(a) 分 别 为 零 阶 和 一 阶 贝 塞 尔 函 数 ,其 中 作 如 下 代 换 
t = kp'sin 0,dt = ksin Gd p” 


这 样 由 式 (8.8.20) 和 式 (8.8.21) 就 可 得 到 均匀 圆 形 口 径 面 辐射 场 的 归 一 化 方向 
性 函数 


Fr(0) 二 Fn(0) 二 


oi (8.8.22) 


3 
式 中 的 y= kasin 0。 
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思 考 题 


8.1 试 解释 滞后 位 的 意义 ,并 写 出 滞后 位 满足 的 方程 。 

8.2” 试 述 天 线 近 区 和 远 区 的 定义 。 

8.3 分 别 写 出 电 侦 极 子 辐射 的 近 区 场 和 远 区 场 ,并 说 明 其 特性 。 

8.4” 磁 偶 极 子 辐射 场 与 电 侦 极 子 辐射 场 有 哪些 不 同 ? 分 别 画 出 它们 已 面 和 妞 面 的 方 
向 图 。 

8.5 天线 的 基本 参数 有 哪些 ? 分 别 说 明 其 定义 。 

8.6 何谓 对 称 天 线 ? 试 画 出 半 波 对 称 天线 E 面 和 态 面 的 方向 图 。 

8.7 电 偶 极 子 天 线 和 半 波 对 称 天 线 的 主 外 宽度 及 方向 性 系数 分 别 为 多 少 ? 

8.8 试 述 方向 图 相 乘 原理 。 

习 题 

8.1 设 电 侦 极 子 天 线 的 轴线 沿 东西 方向 放置 ,在 远方 有 一 移动 接收 人 台 停 在 正 南方 而 收 
到 最 大 电场 强度 , 当 电台 沿 以 元 天 线 为 中 心 的 圆周 在 地 面 移动 时 ,电场 强度 渐渐 减 小 , 问 当 电 
场 强度 减 小 到 最 大 值 的 - 方 时 ,电台 的 位 置 偏离 正 南 多 少 度 ? 

8.2 上 题 中 如 果 接收 台 不 动 ,将 元 天 线 在 水 平面 内 绕 中 心 旋转 ,结果 如 何 ” 如 果 接 收 天 
线 也 是 元 天 线 ,讨论 收发 两 天 线 的 相对 方位 对 测量 结果 的 影响 。 


8.3 ”如 图 题 8.3 所 示 一 半 波 天 线 ,其 上 电流 分 布 为 [= Iscos(kz)( -于 <z< 于 ) 


_ poln ejkro cos (于 cos 9) 
2nkro sin20 
(2) 求 远 区 的 磁场 和 电场 ; 

(3) 求 坡 印 廷 矢量 ; 


(1) 当 0 六 /时 ,4。 
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(和 
2x COS\ 了 coS 0) 
db = 0.609, 求 辐射 电阻 ; 


(4) 已 知 9 sin20 


(5) 求 方向 性 系数 。 
8.4 半 波 天 线 的 电流 振幅 为 1 A, 求 离开 天 线 1 km 处 的 最 大 电场 强度 。 


8.5 ”由 三 个 间距 为 分 的 各 向 同性 元 组 成 的 三 元 阵 ,各 单元 天 线 上 电流 的 相位 相同 ， 
振幅 为 1:2:1, 试 画 出 该 天 线 阵 的 方向 图 。 
8.6 在 二 元 天 线 阵 中 , 设 4= 分 ,5= 90", 求 阵 因子 方向 图 。 


8.7 两 个 半 波 天 线 平行 放置 ,相距 -分 ,它们 的 电流 振幅 相等 , 同 相 激励 。 试 用 方向 图 乘 
法 章 绘 出 三 个 主 平面 的 方向 图 。 
8.8 均匀 直线 式 天 线 阵 的 元 间距 d = 分, 如 要 求 它 的 最 大 辐射 方向 在 偏离 天 线 阵 轴 线 


土 60" 的 方向 , 问 单元 之 间 的 相位 差 应 为 多 少 ? 

8.9 求 半 波 天 线 的 主因 宽度 。 

8.10 已 知 某 天 线 的 辐射 功率 为 100 W, 方 向 性 系数 为 3, 试 求 : 

(1) +=10 km 处 最 大 辐射 方向 上 的 电场 强度 振幅 ; 

(2) 若 保 持 辐 射 功率 不 变 , 要 使 r,=20 km 处 的 场 强 等 于 原来 rj = 10 km 处 的 场 强 , 应 
选用 方向 性 系数 D 等 于 多 少 的 天 线 ? | 

8.11 用 方向 图 乘法 求 图 题 8.11 所 示 的 由 半 波 天 线 组 成 的 四 元 侧 射 式 天 线 阵 在 垂直 于 
半 波 天 线 轴线 平面 内 的 方向 图 。 

4/2 1/2 A/2 
天 线 阵 轴线 


图 题 8.11 
8.12 求 波源 频率 f=1 MHz, 线 长 :=1 m 的 导线 的 辐射 电阻 。 
8.13 为 了 在 垂直 于 赫 效 偶 极 子 轴线 的 方向 上 ,距离 偶 极 子 100 km 处 得 到 电场 强度 的 
有 效 值 大 于 100 uV/m, 赫 效 偶 极 子 必须 至 少 辐射 多 大 功率 ? 


附录 重要 的 矢量 公式 


(一 ) 矢量 恒等式 
A:(BXC)=B:(CxXA)=C:(AXxB) 
AX(BxXC)=B(A:C)-C(A'B) 

V(uv)=u Vt+v WY 

V:(uA)=u VV:A+A-:Vu 

VXxX(uA)=u YXxXA+VuxA 
VvV-:(AxXB)=B:YxA—-A:VxB 
V(A':B)=(A.:V)B+(B:V)A+AXVXxXB+BxXVxAh 
VxX(AXB)=AV:B-BV:A+(B:.V)A-(A.:V)B 
Vx(Vu)=0 

VvV:(VxA)=0 

V-:(Vu)= Vu 

Vx(VXxXA)=V(V:A)- Vv’A 


| V+.AdV = 中 A.ds 
V i 

| VxA-ds=A.d 

S C 

| vxAdV = exAds 

Vv S 

| wady = 4 euds 

Vy S 

| eax vads = 中 vadl 

S C 

| V2vt+ Vu voday = useds 
Vv 5 9n 


| (zz Viv -wv viu)dv = 中 (uu )ds 
Vy JS n 


(二 ) 三 种 坐标 系 的 梯度 、 散 度 、 旋 度 和 拉 普 拉 斯 运算 
(1) 直角 坐标 系 


Vu 三 ez 一 ER CzFz 
3A, 34，34。 
VyV:.A= 过 


(Al. 


(Al 
(Al 
(Al 


(Al . 
(Al. 
(Al. 
(Al. 
(Al. 


(Al. 
(Al. 
(Al. 


(Al. 
(Al. 
(Al . 
(Al . 
(Al. 
(Al . 


(Al. 


(Al. 


(Al 


(Al 


1) 
.2) 
.3) 
.4) 


.21) 


.22) 
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22 32 22 
= (A1.23) 
az gy dl ， 


(2) 圆柱 坐标 系 


Vu 


au du au 
EP (A1.24) 
19 19A: 94, 
Vo a (A1.25) 
ep Pes ez 
-219 3 3 . 
a . (A1.26) 
4 pAhs A, 
14= 二 (pp 132x , Ou s 
WY pap C | p99g? az2 (Al1.27) 
(3) 球 坐 标 系 
au 1au 1 au 
Vu = e.3, 十 @g 50 + 0 ein B35 (AL.28) 
_19，? | 1 934， 
AR 人 A rsin 930(sin A) rsin G9$ (A1.29) 
e, reg rsinbes 
0 
本 人 aor 090 ag (A1.30) 
A, rAe rsin 0Ag 
2 -点 二 ( :条 1 (si 2 下】 1 Ou 总 
r23r\ ”937 r2sin 090 D0 3 r2sin20939%2 (A1.31) 


一 ~ 


es 和 


a 请 DD 


.11 


2 


.13 


.15 
.16 
.17 


.18 


.19 


.20 


.21 


第 1 章 
(1) ea = e, 十 ey ee a ;(2) |[A4 -BIl=V53;(3) A:B= -11; 
(4) Qap =135.5°;(5) Ap = = 6y AXC= -e.4-e,13- e.10; 


17 
(7) A:(BxXC)= -42,(A XB):C= -42; 
(8) (AXB)XC=e.2-e,40+e.5,AX(BxXC)=e,.55— e,44— e.11 
(1) 全 PiPsP; 为 一 直角 三 角形 ;(2) S=17.13 
R=e.5— e,3— e,.;er= ecos 32.31 + e,cos120.47° + e-cos 99.73° 
0ap=131°,As= ~3.532 
(A XB)c= -14.43 


_z4-AxP 
A? 

(1) (-2,2V3,3);(2) (5,53.1°,120°) 

(1) [下 | = 1,E,- 3 人 2 ;02) Gag =153.6° 


Vu i 之 十 ezZ2y 


du _ 6xyz 4z2z 5z23 du _ _112 
al V50 V50 AS50 97102,3,D) V50 
(1) Vu=e.(2r+3)+e,(4y -2)+e,.(6z—6); 
(2) z= —3/2,y=1/2,z=1 
__Vu _ 并 > 之 并 > 2 
val “ 语 +o 六 +e 各] (2 
757° 
a=2,6=—1,c= -2 
1 200x 
(1) V.A=2z+2z2y+7272y? z?;(2) 六 
4ra3 
(1) 不 是 ;(2) Vv: “A= + e059, Vx A=e, 6 eee 
0 rsin 0 r r 
8 


344 部 分 习题 答案 


nas 


4 
1.24 f(r)= 己 


1.25 (1) 14;(2) 积分 与 路 径 无 关 , 是 保守 场 
1.27 (2) V':A=0,VXA=0;V:B=2psin $,V XB=0;V:C=0,VXC=e.(2zx-— 


第 2 章 
2.1 gq=0 


2xpo La’” 
”3 


2.2 &a 


2.3 Js=ey 人 sin 6 A/m 
4na 


_ 200 
2.4 J (ec2+e3) A/m 
3gwr . 2 
2.5 jJ=ey 3sin 0 A/m 
4ra 


2.6 (1) qi=-4.72x10-0 C;(2) gs= -0.97x10-0 C 
2.7 (1) Bo=e-92.3- e77.6- e.94.37 kV/m 

(2) Ep= e,11.94— e,0.549+ e,12.4 kV/m 
2.8 点 P(-3a-2V2a,0,0) 处 五 =0 


er(X—6)+e,(y-—8 : 
0 
2reo (zz 一 6) +(y-8) 


(一 ec2+ ex)p, 


2.10 开 (0,0,a) = 一 一 Vim 
8V2reoa 
3pu 
2.11 五 = 
SS 4neoL 


2.13 (1) E= ~-e,.56.49 V/m;(2) E=e,56.49 V/m;(3) E=e,.960.5 Vim 
2.14 (1) -10;(2) 9.06;(3) 0.637 | 
2.15 p(r)=(5r*+4Ar),r<a;p(r)=0,r>a 


2.19 Fap= 一 e2 一 一 ,Fool= 一 Fmi2,e12 为 了 1 指向 1 的 单位 矢量 
2.20 (1) ej3.2x10-3 Ti(2) eg3.33x10-3 T;(3) 2x10-56 Wb 


2.21 (1) 不 是 ;(2) 是 ,J= ec2ai(3) 是 ,J=0;(4) 是 ,J= eacot 09- ep2a 
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DD DD ii 


.22 


.23 


-24 
.25 
.26 


2 


:29 


2.30 
2.31 


[5% 


上 SO 


.9 


| 


Lo bp? a? ) Ko ( 
B=—JxX|—p,— sp, |),0,>060;B=—JX|r,- 
2 (5 pat ps 2 6 


了 = 宁 Jxdo<a 


H= pe 


H=e Js ,<0 


2 > 2 
i=—1.75wsin wt(l +2co0s wt) mA 
e=0.348sin(2x X10’t) V 


(1) |J,|=0.468 A/m’ ;(2) [J =0.802 Almz2 ; 
(3) |Ja| =15x10™ Alm;(4) 1Jal=57.53X10-2 Afm 


要 100 
(1) H= es 到 Of5 


(3) Js = 6.265.3cos (10° 


(1) 
(1) 2 T; (2) 3.16 T; ( 


w=10°xrad/s;(2) E 


a 
.3 


3) 2 T; (4) 4.74T 


cos(10'1 -二 <) Alm; (2) k= 已 rad/m; 
z) Alm; (4) ia =0.554sin (10+ — 


3 
= ey 35 sin(10rz)sin(10xz) V/m 


(1) os=80.6x10-"， Cm;(2) H= -e-62.3Xx10-3 A/m; 
(3) Js =e.62.3x10-3 Am 


第 3 章 


Vo +(L/2) +L/2 


(1) pg(p,0) = 31 m| 
El 


(2) 本 (po) = e -各 


| 


L 


“re Vor + CL 


零 电位 面 方程 为 (z+ 了 a) i (2) 


(1) E=0,0<a 
a a 
FE = oA (lt )es $+ od(1- Sr)sin go>o 
(2) ps = -2eo Acos$ 
3en(e— eo0) 
Ors erae Eocos 0 
- 3 
pox Uo pod | 经 Uo pod | 
二 -一 | ;五 三 六 一 
?Ged (3 6e, j= “|26d 6e, 
4 
Vx q 
( )C 27r( el 2)a ( ) W, 4naler + e,) 
o1o2U 
(1) J=e A a<p<e 


“ pl ozln(bla) + oiln(c/5)] 


和 
6 


) a 


345 


346 


3.23 


3.26 


部 分 习题 答案 


E= o2Uo 2 
ep plosln( bla) + oiln( c/o5)] Ce 
五 二 ab < 
ofomnfaya)Ton0c15] Cs 
_ 2xeles _ osln(bla) + oiln(c/b) 
(2) es 2rcolc2 
4 人 法 | 1 1 
pe 
FR rey 及 ZL 一下) | 


_ 24 = 三 二 二 过 
(1) 人 Ra | ri ):3) 四 odln( ralr1) 


1 
41= 一 8- 可 HpoJop” pa 


1 1 1 
42= 一 .| 二 poJoasIn pt 言 poJoa?( 志 -In a) | Pp 之 a 


poJoa’ 


1 
Bl= ey LoJop” p<a;B,= ey p>a 
(Ap po) I 


Lol 
1) BI=es——,B,= 2 0 
(1) Bl 4 27p 2 ;(2) Ju =0,Jms= ep Fiop 


212 H 加 2p1 
0 2 
A1+ £2 AI 十 A2 

po ， Ap 天 a{ 之 ) 
16r 2r(Ai+ p2) a 


1 二 


(1) Wh= 


(2) L=$ 


如 L112L2 n (2 b ) 
+ 2) 


天 = 六 (/ - yo) NI?S 


2 


__4g 
l6xeod 
g=5.9x10-8C 
a Ra 
4re0 D? DID- (RID)Y? 
R’ 
by et Uo ra 


1/2 
式 中 ; R=(r?+r6 一 2rrocos 0)12 ,R = B20 2re” Cos 0| 
ro 


es 多 导电 交配 = 时 a 
大 二 La 
mm 7 Veit(y- Va) 
V ha*-(h-a) 
(1) 9p1= E 一 0 (z>0) 


Yast CVn 


部 分 习题 答案 


1 
= (<0) 
92 2r(e+eo) /rt yt (zh) 之 
Hip 一 Ai) xl?ath 


3.27 下 = 一 ER 
ptps  〔〈a2 二 41)52 


4U. 
3.29 p(x,y)=— > ， 二 eolesin ( az ) 


3.30 gi1(z,y)= Lsin (EE )e miesin (2 ),z >0 
a a 


neo nn 


2 nnd nrzja nny 
Pel » Lsin ( )e sin (2 ),=<o 
3.31 9p(p,$)=(~pta’p !)Eocos$ 
2 
Elp,$)=6,(1+ S$ )Eocos t+a( 1+ 性 )Eosin $ 
ps =2eoEocos $ 


3.32 p(ps$) = > 1(2£ ) Lsin ng + (~ 1) cos ng] pb 


n=1.3,5,..… 了 
3.33 gi1(p,$)= Se a -i ro 
pp 有 = Tn Rn Rn 
3.34 五; = TB, Ea= Bo- Co (全 】 [er2cos 0+ ensin 9] 
OPS 二 一 2 Eocos 0 
第 4 章 
4. 3 10V3r 
A je d= tp v9); vg=—£ 
4.7 V24。 二 =0,V?2g9, — je 


4.8 (2) B=0,H=0,E=0,D=0 
4.9 (1) $= e,2 650cos’(wt — kz) W/m’;(2) §,,=e,1 325 W/m; 
(3) P= —270.2sin(2wt -0.42) W 


Ds 
4. 10 (1) §(0,1)=0 W/m?,S(A0/8,1)= -e, 4 (2wt) W/m 
0 


347 


348 部 分 习题 答案 


S(A0/4,t:) = 0 Wim 
(2) S$,(z)=0 W/m 


4. 11 (1) Sz,2,2)= e008 (Ho) sm( 玛 )sinz(wt-pe)+ 


a 


(和 )sn (2wt — 2Bz) W/m 


CA 2 . 
e, — Hésin 


4 


(2) 和 


a 


2 
4.12 P 3 
av 90 
4.15 (1) $= 5| en te 
2ra noa 60 
U2? Uz 
4.16 (1) $= -0,334 (sco8 wr -学 sn2or) ,su= = 
noa? U2 raa2 U2, roa U2, 
(2) Pa = a7 ;(3) PL= 一 站 cos wt, Pro,= Dr 
第 5 章 


5.1 H(z,t)= —e.2.65sin(wi — Bz) A/m 
5.2 (1) e,=2.25;(2) H(z,t)= el1.5cos(10’*: 一 5z) A/m 
(3) $,,= e282.75 Wim 


, 是 sg, 8r , 88x 
5.3 E= (e150 e200)cos( 8x x 10 1 一 本 y+ 75 ) Vim 
5 5 8 Sr 88r 
H= (6 二 + 六)oos (sex 10% - 至 y + 中) A/m 


5.4 (1) &=2r radlm\vo=1.5X108 m/s\A=1 my=188.5 0 
(2) E(0,0)=8.66x10-3 Vim 
(3) z=15 m 

5.5 jr=2,e.=8 

5.6 (1) 传播 方向 为 e. ,f=3 GHz;(2) 左旋 圆 极 化 波 ; 


(3) H= - e,.2.65x 10-7e-i(20"e-) + e,2.65 X10 ej"A/m; 
(4) Ps,=2.65x10-1W 

.7 p=1.99,e,=1.13 

.8 e:=11.93,v,=0.87X10° m/s 

.9 vo=1.35xX108 m/s,e.=4.94 

.10 (1) f=1.43x10 Hz,)=0.21 mi 


nn a 


(2) E= e,40cos(9 X10 +30z) Vim, H= 一 ey 字 cos (9x102 +30z) A/m 
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5.19 


= 2 沪 ， A 
(1)B 30 radlm,y=22.5+n Fm 


(2) E= ~e.1.508X10™?cos(10'rt -0.105y+ 不 ) Vim 


(1) f=3x10 Hz\.B=2x rad{lm\A4=1 mv,=3X10 m/s; 


(2) E(z,#)=(e, — e,)96ncos (6rX10 -2xz) VIm 

(3) S(z,t)= e,153.6xcos (6xX10°+ -2xz) W/m 

(1) @, = ~ 6.0.375+ 6,0.273+ e.0.886 

(2) e,=2.5 

(3) E=(e,4-e,+e,.)l0e *"",H=(e,6+e,18— e,3)e rn" 


式 中 k= 地 X10 Es rad/m 


2 2 工 . _4 9 8 
(1) e,= 一 e。 3 十 e， 十 e。 3 ;(2) 1 三 本 m,f= 计 X10 Hz; 
(3) 下 -377x10(-e 于-e 二 te 总 Jo | 罕 xl0 -x(->+y+ 


0.5z) | Vim; 
二 -10 1 2 
(4) $,,=1.7xxX10 (~e tote. 六) Wim 
(1) |E|=122.1 V/m;(2) |E|=98.8 Vim;(3) |E|=119.4 V/m 
d=155.5 mm 


ECr,t)= 本 | eucos (of 一 大 Fr) 十 e Sb (wr -kr 于 )+ 


”V2 
1 nT 
6- 方 * (we-kr+ 竺 )| 
H(r,t)=A| EE, | ecos (wr -krt)+e, ls (wt—k:r)— 
Si £ 2 V2 


1 

e, ——cos ( tk) | 
De 
—e.3+e,+ e. 


V11 
H(r,t) = 8x10 3(- e+e,4-e.7)cos (9.95x10z+3z-y-z) Am 


;w 二 9.95 X10 rad/s; 直线 极 化 波 。 


es 二 


en 


= 育 (%2-%)32 =2.81 mi 左 施 园 极 化 波 ， 
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1 . a 
H(r) = 1207(- erj + ejj2+ eV5)eni2 7 Alm 
5.22 (1) a=83.9 Np/m,P~300r radjm,7 =41.56e 0， 
vs = 0.333 x 10° m/s,X = 6.67 X10°” m,6 = 11.92x 10°” mi 
(2) y=27.4X10 ”mi 
(3) H(y,1)= e-0.1e ®Ysin (io"xz-300ry- 玉 】 A/m 
E(y,t) = 0.4.156e%sin (10™x -300ry -于 + 0.028x ) Vm 
5.23 f=10 kHz 时 :a=0.396 Np/m,4=15.87 m, .=0.099(1+ji) Qi 
f=100 kHz 时 :a=1.26 Np/m,4=5 m,n.=0.314(1+j) 0; 
f=1 MHz 时 :a=3.96 Np/m,24=1.587 m, 7».=0.99(1+j) Q; 
f=10 MHz 时 :a=12.6 Nplm,X%=0.5 m,y.=3.14(1+j) 0; 
f=100 MHz 时 :a=37.57 Np/m,X=0.149 m, .=14.050® 0i 
f=1 GHz 时 :a=69.12 Np/m,1=0.03 m,7=36.5e0 0 
5.24 右 旋 椭圆 极 化 波 
5.25 (1) z=1.395 m; 
(2) 17.=238.44e"” OQ,A=0.063 m, wv,=1.89xX10° m/s; 
(3) H(z,t)= 0.0.21e "esin(6rX10"t -31.6rz+ 所 ~0.001 6r )Alm 
5.26 (1) oc=0.99x105 Sm;(2) z=1.75X10 4 m 
5.27 z=0:424m 
第 6 章 
6.1 (1) E(x)=e,10e 3 Vim,H,(zr)=e, De e-i3 Afm 
(2) E,(z)= 一 8， 10e3™ Vim,H., (z) -eye em A/m 
(3) Bi(z)= -e020 sin( Srz) Vim 
H(z)= e.gcos( 了 xz A/m 
(4) z= -3/2m 
(5) z= -3/4m 
6.2 (1) H(z,e) -| ~ O00 = B00 ILA/ 
0 


(2) E, = ~ e.j200sin pze ” — e,j400sin fz 


Hi = 人 一 ez400cos Bz + e,200e ™ cos Bz) 
os 
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CN 


CN 


.9 


.11 
“12 
.13 


.14 


5 


.16 


.17 


(3) Js = e-0.53e ™ + 6,1.06 A/m 
(1) z= xz’ +0.82= -0.586n +0.82 cm 


Ex FES 
(2) 下 =235.69 


max 


En, =33.3 VIm, E,, =66.6 Vim 

(1) y=377 0Q,7 =260 Q;71~i20.93 1/m, ys:j30.33 lm 

(2) E,(z,t)=e,[100c0os(2xX 10°¢ ~ 20.93z)—18.37c0s(2x X 10° 1 + 20.93z) VIm 
H(z,t)=e,[0.27c0s(2x X10°z — 20.93z)+0.049cos(2xX 10° 1 +20.93z) A/m 
FE,,(z,t)= e,81.63cos(2x X10 -30.33z) Vim 
H,,(z,t)= e,0.31cos(2r X10 — 30.33z) A/m 


Sn 3.68 或 下 =0.269 
i 


Er 

FE, = e,6.67c0os(3xX 10°¢ -20rz) VIm 

H, = e,0.036cos(3r X10 —20xz) A/m 

(1) Bi =3.33 rad/m,B, =10.54 rad/m 

(2) T=0.117 

(3) 百 , (z,t) = e,.2.4c0s(5 X10 —3.33z) + e,0.281cos(5 XxX 10 + 3.33z) 
(4) FE,(z,t)= e,.2.68cos(5 X10°z—10.54z) 

(5) Hi(—1,1)=6e,10.4xX10™ Am 

,二 TE,(e, + e,j)er , 右 旋 圆 极 化 波 

E, = rE,(e, + e,j)e 2* ,左旋 圆 极 化 波 


S=3 
二 

em =4 

(1) 0.062 5,(2) S= 广 
Se -97.7% 


iay 


(1) E,(z,i)= e,.2.78c0s(1.8X10 :+6z+156.9°) Vim 
H,(z,t)= ~ e,7.37X10 ?cos(1.8X10° t+6z+156.9°) A/m 
FE,(z,i)=e,.7.52e cos(1.8X10:—9.77z+8.34°) Vim 
H,(z,1)=e,0.033e cos(1.8X10t—9.77z—4.96°) A/m 

(2) Si = e.0.122 W/m ;SS,,, = e.0.122e ">* W/m 

(1) «i =0,8: =0.333 rad/m 

(2) T=0.290 

(3) E,, =29cos(108z+0.333z + 103") Vim 

(4) 下 =97.8e :cos(10°t ~1.27z+16.8") Vim 
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6.18 Ha(z,t)= ~ e.0.53X10.?e Msin(3x X10 —1.91 X10'z) Alm 


6.20 (1) 3 =7.99% ,(2) S179 


6.21 ds30 mm; |T, | =0.06; 站 | =0.05 
6.22 d,=2.65x10 /0, 


S 
rav 一 0 —Q0 
6.23 (1) =14.6%; (2) 3 a =8% 


iav iav 


6.24 (1) 0.=6.38"; (2) Pi =e 3 ，rl =1.89e %; (3) -158.8 dB 
6.25 (1) 9.=30°; (2) 0,= 0s =26.57° 
6.26 (1) 透射 波 沿 分 界面 z 方向 传播 (表面 波 ) ,v, =1.73 x10” m/s 
(2) 反射 波 是 椭圆 极 化 波 
6.27 (1) |E.|.-0=1.423 Vim; (2) |E,|.-4 =73.6pV/Im 


6.28 (1) 0;=0s=63.43"; (2) Se =18% 


Si 


6.29 (1) =0.628 m,f=4.78X10° Hz 
(2) E;(z,z,i)= e, es V/m 


H(z,z,i)= (~e.8+e.6)cos(3X10 1—6z-8z) Alm 


a 
(3) 0.= 36.9° 
(4) E,(z,z)= —é, 10e -jz -8 Vy/m 


H(z,z)= (—e,.8— e,6)e -8 Am 


I 
(5) Ei (xz,z)= — e,j20sin 8ze ii V/m 
Hi(zx,z)= i — e400s 8z — e,j3sin 8z)ei Am 
6.30 (1) H: = 2,0.1e WI/3+ re/3) ,E, = (e。 a @N3)6ne Irs/3+ "3) s 
H 三 e 0 1eriw3rz/13- «a/3) 五 三 ( 2 e_ 一 eV3)6ne I" "a/3) 
让 人 ;Er 7 
(2) Js 至 ,0.2e /33 ,Ps a =12V3xeoe —W3rxz!3 
(3) Si = ee1.2V3rcos (xz/3) W/m 


第 7 章 
7.2 (1) 上 =16.36 GHz; (2) f.=12.86 GHz 
1 A 27 
7.4 f.=~— ,Ag = 式 中 A= 
re : | 


.7.5 当 A=10 mm 时 ,可 传播 的 波 型 
工 Eu , 工 E ,TE ,TM , TEo ,TE , TMi ,TEso ,TEs , TMs ,TEo 
当 A=30 mm 时 ,只 能 传输 TEw 模 
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7.7 axb=6.8xX3.4 cm2 


7.8 a= 分 = 洱 cm 

7.9 p=-3 Fali(hee) 

7.10 axbxad=0.20x0.10x0.23m 

7.11 se,=1.52 

7.12 (1) C1=10 pF/m,L1i=1.11 pH/m;(2) 8=12.86 rad/m,Z0=333 9 
7.13 (1) Zu=50 0; (2) 21=33.32 0 

7.14 (1) D=25.5 mm; (2) b=3.91 mm 


-A 


:15 (1) U(z)= 去 (Ui+t TiZo)ex*-D + 二 (UTZo)e "te-) 
Ee SE A A 
22Z0 140 2Z0 1 120 
Ui . 
I(z)= Ticosh Y(z- /1) + sinh 7Y(z—1) 
0 
7.16 2,=(26.32-j9.87) 0 


Ri 10/Ri 
二 十 一 | 一 二 ee i 
7.17 (1) XL £5 ( 匣 ) 4 的 1 


(2) Xi = +96.82 0 
(3) z1 =0.294 


7.18 (1) Z0=50 0; (2) Smo =2,T,=0.333e i , (3) z1=0.125A 
7.19 (1) z=0.0744; (2) z=0.324A 
第 8 章 
8.1 0=45° 
Tne ito cos( 至 oos 0) 
8.3 (2) Heo=i Dp i :=0 
天 
— jkr i 9) 
nol Li oos( 于 oos _ 
0 We "lg 
yo? ce (于 oos 9 
3 人 
(3) Is| 8 了 sin2 0 
(4) R.=73 0 


(5) 加 =1.64 或 2.15 dB 
8.4 |Ewx|=60xX10 3 V/m 


8.6 f(0,$)=V 1+m’*+2moeos(é+ kdsin bcos $) 
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2 

8.9 200.s=78° 

8.10 (1) =13.42x10-3 V/m; (2) D’=12 
8.12. (1) R,=8.8x10730; (2) R,=2.44x10"8 0 
8.13 P>2.22 W 


8.8 é€=— 


